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Einleitung

Die Bedeutung digitaler Nachrichteniibertragungesysteme hat
mit dem Aufkommen der Datenverarbeitungstechmik erheblich
zugenommen, Im Vergleich mit den klassischen Telegraphie-
verfahren fdllt die Forderung nach einer auBerordentlich
hohen Sicherheit gegen Ubertragungsfehler auf, die durch ge-
ringe Redundanz der zu Ubertragenden Daten bedingt ist.

~ P
Die gestellten Sicherheitsanforderungen lassen sich z.B.
durch Auswerten redundanter Codierungen oder durch Wahl op-
timal an den gestérten Ubertragungskanal angepaBter Signal-
funktionen erfiillen.

-
-

Die zweite MOglichkeit veranlaBte in letzter Zeit verschie-
dene Untersuchungen iiber die Synthese von Signalen. Es bil-
dete sich dabei eine Betrachtungsweise heraus, die, mbglichast
unabhéngig von der realisierenden Schaltungstechnik, Signal-
funktionen fiir bestimmte, vorgegebene Klassen von itbertra-
gungskanflen zu finden sucht.

Die vorliegende Arbeit befaBt sich mit einigen Problemen
dieser Signaltheorie und gibt verschiedene Signalfunktions-
systeme (Alphabete) an, die zur Datenilbertragung auf linea-
ren, zeitlich invarianten, additiy gest®drten Kandlen brauch-
bar erscheinen. !
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1. Signalfunktionen in digitalen Fachrichtensystemen

1.1 Digitale Nachrichteniibertragung
1.11 llodellbetrachtungen

Bel der Betrachtung eines nicht speziellen Nachrichteniiber-
tragungesystems geht man zweckmédlig von einem lodell aus, wie
e in allgemeiner Form von Shannon {1] angegeben wurde , Abb,1:

Neachrichten- Sender Kanal Emplédnger Nochrichten-
quelie senke

R 1

\

Nachricht Signal emplangenes Nachricht
Signal

Stérquelle

Abb. 1: Allgemeines Modell der Nachrichtenﬁbertragung nach
Shannon

Das vorliegende Problem lautet: optimale Ubertragung digita-
ler Nachrichten iiber zeltinvariante Kanile durech Vahl geeip-
neter Signalfunktionen. (Optimal besagt hier, dafl die Feh-
lerwahrscheinlichkeit der lbertragung im Vergleich mit ande-
ren mglichen Systemen minimal wird.) Diese Priémissen spe-
zlalisieren das allgemeine Modell in mehreren Funkten:

a) Sender und Empfénger des Shannonschen Modells haben die
Aufgabe, Nachrichtenquelle und Senke an den Fanal anzu-
Passen. Neben die hier interessierende Anpassung durch
Wahl geeigneter Signalfunktionmtritt als zweiter wesent-—
licher Aspekt eine energiemdBige Anpassung durch Feeig-
nete Verstidrker, Schaltmittel, Antennen etec. Derartige

Elemente soll das spezialisierte lodell nicht enthalten.

o

b) ier \bertragungskanal goll zur Flasse der linearen, zeit-
invarianten, idenlen Bandpal-l'vateme geltiren, I'it anderer
Wortern, vernachliiesigbar seier niclttlirenre Verzerrungen
(im Aussteuerungsbereict), lineare Verzrrrunrer (im Durch-
lalkbereich) und multiplikative idrunpen. Liese Bedingun-
gen treffen niterungsweise fiir Draktverbindurgen zu oder
kinrer durck 'rtzerrer, Pepelverstiirker etec, angenhhert
verden, -

Im hurchlalfbereich eires derartigen Vanals iibertragene

Gipnnlfunktiornen werden dann nurmehr durch additive Itor-

funktionen (z.B. Pauschen, Impulse) in ihrer Form verdn-

dert,

c) Als weitere Beschrinkung soll die l'achrichtenquelle iiber
einen endldilehen Vorrat unterscheidbarer ['ach-
richtenelemente verfiigen. Fntsprechend kann in einem der-
artiger d 1 g i talen ibertragungssysten die Zarl
der verschiedenen liignalfunktionen (Jignalalphabet) des
Genders endlich sein (sie muR aber der 7ahl der Flemente

der Quelle nicht entsprechen).

it diesen Voraussetzungen 1#4@t sich folgendes Yodell einer
digitalen Lachrichteniibertragung angeben (Abb. 2): (vgl. [2],
{31). i .

Die Quelle erzeugt eine Folge von k verschiedenen lackrich-
tenelementen Hl, N?...Ek. Niese werden im Sendekodierer dem
Umfang m des endealphnbets angepalt und steuern in festem
Takt die ! rzeugung der "ignalfunktionen alﬁt), s?(t)...sm(t).
Im ¥annl wird zu dem gesendeten Dignal s.(t) das stockastische
Gtirsignal n(t) nddiert. ler "mpfinger muB die gestdrte ilignal-
funktion s,(t) + n{t) mit mdglichst groler VWahrscheinlichkeit
als sj(t} erkennen urnd die urspriingliche Fachricht Ki rekon-—
struieren,
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Abb. 2: Modell einer digitalen Nachrichteniibertragung

Fir die im weiteren ndher betrachteten Signalfunktionen erge—
ben sich im Sinne dieses Modells bereits einige Forderungen:

1.12 Beschridnkungen bei der Auswahl der Signalfunktionren

a) Die Signale sind frequenzmifig zu beschrinken, d.h. aufer-
halb des DurchlaBbereiches des Kanals soll ein vernachlds-
sigbar kleiner Signalenergieanteil auftreten.

b) Die Signale sind zeitlich zu beschréinken, d.h. die wiihrend
einer laktperiode der Tauer T des digitalen Systems er-
zeugte Signalfunktion soll bei Beginn der nichsten inkt-
periode bis auf einen vernachléssigbaren Tnergieanteil
abgeklungen sein, Diese Eigenschaft vermindert den Auf-
wand flir den angestrebten Optimalempfang entscheidend, da
bei nicht iiberlappungsfreien (also im eigentlichen Sinn
nicht mehr digitalen) Signalen der Optimalempfinger die
vor- und nachlaufenden Signalfunktionen in seine Tntschei-
dung einbeziehen muB. Der Aufwand im Fmpfénger steigt da-

2l s

beil nach Lerner [4] exponentiell mit der Linge der be-
ricksichtigten Folge.
T
¢) Der Energieinhalt einer Signalfunktion E =Iaj(t)2 at
6

ist bel gegebener Taktdauer T durch den Aussteuerungsbe-
reich des Kanals begrenzt. Zur VergriBerung des Stdrab-
atandes soll diese Grenze bei qsrienergieméﬂigen Anpas-
sung mdglichst gut genutzt werden. Hierzu ist erforder-
lich, daB alle Signalfunktionen den gleichen Energiein-
halt besitzen.

1,13 Lineare und nichtlineare Systeme von Signalfunktionen

Die Anordnung der den m Signalfunktionen des Systems der
Abb, 2 zugeordneten Sende- und Empféngsscha}tungen 1laB8t sich
mit dem Aufbau eines Multiplexsystems mit m Kanilen verglei-
chen [2].-

In einer Systematik der Multiplexverfahren unterscheidet
Zadeh [5] zwischen den zwei Hauptklassen der linearen und
der nichtlinearen Multiplex-Systeme. Wesentliches Unterschei-
dungsmerkmal ist, ob die Kanalfilter des Empfingers linear
oder nichtlinear sind.

Nichtlineare Systeme (z.B. Amplitpden—, Leistungsvielfache)
ermdglichen es, in einem gegebenen Frequenzband beliebig
viele Teilkandle unterzubringen. Da aber mit steigender Zahl
der Teilkandile der Stdrabstand schlechter wird, sind nieht-
lineare Vielfache nur auf stdrarmen Kandlen sinnvoll., Mit
linearen Systemen (Frequenz-, Zeltvielfache) 1dB%t sich nur
eine bestimmte H&chstzahl an Teilkanilen gegebener Informa-
tionskapazitdt libertragen, daflir kinnen alle Signalfunktio-
nen die Forderung nach gleichenm Energieinhalt erftillen.

Geht man auf das vorliegende Problem zurick, so erscheinen
lineare Signalalphabete, gekennzeichnet dadurch, daB die
zugehdrigen Empfangsfilter linear 8ind, als glinetiger. Aus-
genommen ist die Ubertragung auf extrem stdrarmen Kandlen.




Anmerkung:

Die Funkti

- onen fl"‘fm werden als linear, genauer linear un-
abhéngig bezeichnet, wenn die Beziehung klfl oot k£ =0
fiir ki # 0 keine fir alle Argumente gliltige Lésung hzt?
Kriterlen hierfiir sind das Nichtverschwinden der VWronski-
schen [6] oder Gramschen [7] Determinante.

1.14 Zum Umfang der Signalalphabete

Der Empfénger eines linearen digitalen Ubertragungssystems
hat also ale Eingang einen Satz von m linearen Filtern., Wird
vom Sender in einer der Taktperioden T die Signalfunktion
sj(t) gegeben, so s0ll am Fnde dieser Periode im Empféanger
:::cszii::?ang des zugeordneten Empfangsfilters ein Signal
Bei édditiven Storungen im Kanal wird aber an a 11 e n
Ausgingen eine stochastische S5t6rgroBe auftreten. Die Aufgabe
d?a Empféingers besteht dann darin zu entscheiden, welche der
Signalfunktionen in einem Zeitabschnitt am wahrscheinlichsten
gesendet wurde. Diese Operation erfolgt in einer den Empfangs-
filtern nachgeschalteten Entecheldungsstufe, Ein Signalrunkf
::Ezs::a::: hat dann die geringste Fehlerwakrscheinlichkeit,

e Jedes digitslen Zeitabschnitts der fiir die Ent-
scheldung maBgebende Energieunterschied zwischen Signal und
i:::z:i :::;mal wird. Ist der Aussteuerungsbereich des Kanals

genutzt, ao.ist eine weitere Erhidhung der Signal-
energie nur durch Verlingerung der Signalfunktionen (und ent-
sprechend der Taktperiode) mbglich. Da aber der Information
flug sich nicht verringern 8011, muB die Zahl m der verfii b::
ren, verschiedenen Signalfunktionen entsprechend erhiht wir—
den, Ein optimales System erfordert also ein Signalalphabet
groBen Umfange [8], [9], [10].

f:i:erszﬁchst aber die den Energieunterschied gegeniiber addi-
n orungen bestimmende Signaldauer bei konstantem Infor-
mationsfluB nur logarithmisch mit dem Umfang des Alphabets
Soll der Aufwand in normalen Grenzen bleiben, so wird man ;

- 1% =

£

nicht groBer als 10 ... 100 wénlen [4], [9].

Ein weiterer Grund, der in manchen Systemen gegen zu umfang-
reiche Alphabete spricht, ist eine Verzbgerung der Ubertra-
gung, da eine Signalfunktion erst gesendet werden kann, wenn
1d m bindre Elementarsignale vom Codierer zusammengefaft wor-

den sind.

-

1.2 Der wmpfangsprozeB in linearen digitalen Systemen

Der Empfangsprozef in den Ubertragungssystemen der Nachrich-
tentechnik kann allgemein als Analysevorgang in folgendem

Sinn beschrieben werden: 2
ein Empfénger ist eine Anordnung, welche die eintreffende

zeitfunktion nach einem gespeicherten System von Funktionen
zerlegt und auf diese Art die in der Eingangefunktion enthal-
tene Information als Kennwertmuster (Amplituden, Argumente)
bezliglich des empfdngereigenen Systems darstellt.

Im einfachsten und wohl auch ausschlieBlich iiblichen Fall
gind die Funktionssysteme, aus denen der Cender die Signale
bildet und nach denen der Empfiénger analysiert, die gleichen.
Andere Mbglichkeiten wiren aber denkbar.

In analogen Ubertragungssystemen wird das empfangene Kenn-
wertmuster in seiner gestorten Form weitergegeben, In digi-
talen Systemen kann dagegen in einer zweiten Stufe dieses
verfdlschte Muster mit der endlichen Anzahl der
ungestdrten Muster verglichen und so eine Entecheidung nach
gréBter Ahnlichkeit oder Wahrscheinlichkeit getroffen werden.

Im folgenden soll der Empfangsvorgang nidher betrachtet werden,
um weitere Hinweise fiir die optimale Gestaltung der Signal-

funktionen zu finden.
Die Analyse der additiv gestirten Signalfunktion entspricht

mathematisch der Approximation einer empirischen Funktion
durch eine Linearkombination aus den Flementen eines geeig-

neten Funktionssystems.
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ner Berechtigung, da bei Aussendung jeweils nur 'Eilner aus
L 3 m'-Funktionen der zur Verfiigung stehende Zeit- bzw. Frequenz-
bereich schlecht ausgenutzt wird.
Eine Ausnahme bilden die bewerteten und beschrdnkten Sinus-
funktioner der Abb., 24, die im Zeit- und Frequenzbereich den
verfiigbaren Raum gut nutzen,
Werden derartige Funktionen als Trédger in einem Vielfach ein-
gesetzt, so kidrnte man von Formmultiplex sprechen [35] .

El

Uber ein neuartiges Verfahrew “Par Synthese von Signalalpha-

.

beten, die allen Forderungen nach l.42 geniigen, soll im ndch-
sten Kapitel berichtet werden.

¢ ()= ez .
“(3-at)

Abb. 28: Laguerresche Funktionen (a=2)
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= o 3. Synthese orthogonaler Signalfunktionssysteme
g L
3.1 Signaldarstellung durch bewertete Strukturfunktionen
]
7ur Synthese optimaler Signalalphabete 1st zundchst eine ge-
= :..;‘ > o eignete Darstellung der Signalfunktionen in mathematisch ein-
= :§ P \E‘. s ‘-1,;‘ facher Form erwiinscht. Diese Darstellung soll einmal die fiir
a L3 :
P @ ¥ a die Ubertragung wesentlichen Eigenschaften charakterisieren

und zum anderen eine giinstige Beschreibung der Orthogonali-

tdt einee Systems ermbglichen.
Zur Vereinfachung der Synthese von Signalalphabeten ist es

t e-cff;l :

9olt)

T
at’
(0je)

9 (t)=
f

g3l gf'_‘

28 auBerdem niitzlich, wenn befde Merkmale so weit wie méglich
unabhdngig voneinander beschrieben werden kinnen.

8 = = I ~ = ; e :
3 ~§ : ..'___- s.é ‘.,:_‘ » o+ Fine Méglichkeit, diesen Forderungen recht gut zu geniigen,
@ ais o § = § § ‘:;6 ist die Darstellung eines Alphabets durch die Faltungspro-
dukte einer gemeinsamen Bewertungsfunktion mit einer Folge
/ die einzelnen Signale charakterisierender Impulsserien.

Diese Impulsserien werden im folgenden als Strukturfunktio-

nen G(t) bezeichnet.
Abb, 29 zeigt das Prinzip dieser Darstellung und gibt die

Realisierung der Strukturfunktionen durch ein erweitertes
Laufzeitkettenfilter an,

Fiir die Strukturfunktionen &,(t) soll gelten
3




63(t) = ) 4,80t - xT,) (3/1)
k

0j(t) |dpj 19y daj ld.!j d; l‘fs,i

;-—- t/'lo
(v} 1 2 3 4

(§(t) sei die Diracsche Deltafunktion)

Die Signalfunktion sj(t) entsteht durch Faltung mit der ge-
meinsamen Bewertungsfunktion w(t):

W

Bj(t) w(t) % Sj(t)

[l

n-1
wit) % ?::o dpey & (2-kT,)

mit w(t)% §(t-kTy) = w(t-kt,)

erhédlt man
n-1
85(t) = Z g w(t-ke,) (3/2)

Die Signalfunktionen werden mit anderen YWorten als Linear-
kombinationen des Funktionssystems w(t - kt;) fiir k = 0, 1,
« « o (n=1) beschrieben.

Die Orthogonalitit eines derartigen Signalalfhabets ist von
der Form der Strukturfunktionen ebenso wie von der Bewer—
tungsfunktion abhingig. Um iitersichtliche Losungen zu finden,
wird im folgenden Orthogonalitit der Strukturfunktionen vor-—
ausgesetzt und der stbrende FinfluB der Bewertungsfunktion
durch eine zusdtzliche Forderung an die Strukturfunktionen
eliminiert.
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Abb. 29: Signaldarstellung durch bewertete Strukturfunktionen

3.2 Die Orthogonalitédtsbedingung bewerteter Strukturfunktionen

Gegeben seien zwei orthogonale Strukturfunktionen 61(1:) und
Gj(t). Es gilt also
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oo n-1
lsi(t) *6y(t) at =Zaki gy = 0 (3/3)
" k=0

vgl. Abb. 30 als Beispiel:

— [oitt)-oj(t)dt
T
1-1+1-120

l I

LU - L

Q
—
<
)
===

Abb. 30: Orthogonalitédt zweier Strukturfunktionen

Die aus orthogonalen Strukturfunktionen durch Faltung mit
einer Bewertungsfunktion w(t) gebildeten Signalfunktionen
8ind aber nun im allgemeinen nicht mehr orthogonal.

Die Orthcgonalitﬁtsbedingung fir die Funktionen
n-1

8;(t) = z: Ay w(t - kt;}

k=0 #

n-1
kZ dkj w(t - kT)) lautet (i ¢ J):
=0

und sj(t)

(] n-1

L Gy M(kTy) - > dy it - xT) at L o (3/4)
k= k=0

=
=

o

L3 -53“

Aus der Orthogonalitit der Strukturfunktionen allein folgt
aber nur

o n-1 p
j Z Gy W(t - KT) « &, w(t - kt) at £ o (3/5)
-00 k=o

Als Beispiel mige diese Abb. 31 erliutern:

P
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02 52 i l
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T - "JI 13 l
;02 5;°S; ' I
Y L IN]
' o
Jo, 0, dt=0 [S;" s, dte0
a ) Stukturfunktionen b) Signalfunktionen
orthogonal nicht orthogonal

Abb. 31: Beispiel zur Orthogonalitit bewerteter Struktur-
funktionen

Zu der Orthogonalitéitsrelation der Strukturfunktionen tritt
eine Zusatzbedingung, die sich durch Gleichsetzen von (3/4)
und (3/5) ergibt. Fiihrt man zur Vereinfachung der Schreib-

weise die Abkiirzung
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w(t - k%) S wk ein,
B0 lautet diese Zusatzbedingung:

n=-1

o n-1 n-1 o0

1
L z iy W, - Z dyy m at 2 l 2 Gy dyy w2 dat (3/6)
- k=0 k=0 - k=o

Durch Ausschreiben der Doppelsumme auf der linken Seite der
Gleichung (3/6) ergibt sich

Mﬂ_ﬁé * o djj Wo Wye——— + doi d<n-1>) W Wen-1>
+d); doj Wy W, =+ d” d:j_WJ2+—__ \
\ ~__ \
\

+dcn -15i0oj Wen-1> Wo #=-- -y den-1>i <n-15) W<n—:§

Wie man sieht, entsprient die Summe der Terme in der Haupt-
diagonalen {unteratrichen} genau der rechten Seite von Gledi-
chung (3/6). I1it anderen Worten: das Integral iiber die Summe
aller Terme auferhalb der 'auptdiagonalen stort die Orthogo-

nalitit und mug verschwinden, Die Zusatzbedingung lautet dem—
nach:

ta
[}
=}

-

an
1]
s Oys Gpry W Wy, dat 4 o (3/7)
-0 (o]
(k # k') ’

=
I

™

o

durch Ausklammern der festen Koeffizienten aus dem Integral
folgt Gleichung (3/8)

n-1 n-1

Cq
Z Z CHAE N CSD wow., dt) Lo (3/8)
k=0 k'=o -
(k # k') fir alle i,3 (i ¢ 3)
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®
das Integral Wy W+ dt  ist die Autokorrelierte der Funk-
-®

tion w(t) fir die Verzdgerungszeit (k' — k)‘to = qT, » e8

gilt
(v o]

@®
; W Wy dt = S Wy 'k+q dt
-0 -Qa0

i (3/9)
= J w(t) n(_t-g%) dat = vq (fiir q = k'-k)
-=a0

Da nun die wq Je nach %ahl von w(t) und‘rh beliebig verschie-
den sein konnen, muB dafiir géesorgt werden, daB sich Jeweils

d ie Termsummen mit gleichem q = k' — k aufheben, fiir die
wq # 0 ist.

Im folgenden werden diese Termsummen mit k' — k = const = q
als Kreuzproduktsummen g-ter Ordnung bezeichnet, eine Benen-
nung, deren Berechtigung Abb. 32 zeigen soll. Dargestellt
sind jeweils zwei Strukturfunktionen n = 4, zwischen denen
gestrichelte Verbindungen die jeweils kreuzformig zu bilden-
den Frodukte andeuten:

il 1 ] ] Kreuzprodukte
K, ; X+ x_+ 8, 1.0rdnung
k'-k =qg=1
il 1 | ]

‘-..\- ‘w’(* - 2
. >< 4 >< <"
2: Jle 120 oy

q=2
T |
Ks: S s>e— 3. -
s | P
q=3

Abb, 32: Schema der Berechnung der Kreuzproduktsummen q-ter
Ordnung
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it dem Ausdruck fiir die Ereuzproduktsummen

=
=]

Kq(i!J) = (dki d][':] + dk'i dkj) (3/10}
o
(k' = k+q) (q = 1'2000)

=
1]

ergibt sich jetzt die endgiiltige Formulierung der Bedingung,
unter deren Voraussetzung aus orthogonalen Strukturfunktio-
nen orthogonale Signalalphabete hergeleitet werden kénnen:

n-1

1
. K (1,3) - ¥, =0 fur alle i,J (1 # j) (3/11)
q:

3.3 Synthese orthogonaler Signalalphabete

Es wurde gezeigt, daB die Ableitung orthogonaler Signalalpha-
bete auf eine Synthese orthogonaler Strukturfunktionen zu-
rickgefiihrt werden kann, wenn der EinfluB der gemeinsamen Be-
wertungsfurktion durch Erfiillung der Zusatzbedingung (3/11)
beriicksichtigt wird.

Zur Erflillung eben dieser Bedingung gibt es grundsitzlich ver-
schiedene iloglichkeiten, die auf jeweils andere Klassen von
Alprabeten fithren:

3.31 Systeme mit orthogonalen Bewertungsfunktionen

Die Vorschrift w_ = o rfip 9 =1,2... erfiillt die Zusatzbe-
dingung (3/11). Wq = 0 besagt nach Gleichung (3/9), daB das
System der zeitverschobenen Bewertungsfunktionen

w o= w(it - kT ) mit k = 0,1,2... ein Orthogonalsystem ist.

Bewertungsfunktionen mit dieser Tigenschaft sind z.B, die

8i-Funktionen W, = 8i %; (t - ktB) oder beliebige, aber zeit-
o

lich auf eine FuBbreite 3, = t; begrenzte (d.h, impulsformige )
Funktionen. In diesen Pillen kann Kq(i,J) beliebig sein, die

= BT

Strukturfunktionen miissen nur die Orthogonalitétsbedingung er-
fiillen.

Anmerkung:

Im -Sonderfall der Bewertung mit der si-Funktion entspricht
die Strukturfunktion der im Sinne des Abtasttheorems ge-
bildeten Abtastfunktion des Signals [36], [57]. In Umkeh-
rung dieser Aussage folgﬁiquﬂ die Abtastfunktionen ortho-
gonaler Funktionen ebenfalls orthogonal eind.

Zur Konstruktion wvon Strukturfunktionen, die nur der Orthogo-

gonalititsrelation gff dyy dki'a 0 genligen miiesen, 1HB% sich
=0

' ein einfaches Verfahren angebens Man geht aus von einem belie-

bigen Paar orthogonaler Strukturfunktionen 61,62 und leitet
daraus durch Anwendung zweier Verdopplungsregeln sukzessiv be-—
liebig umfangreiche Orthogonalsysteme ab.

Die zwei mBglichen Verdopplungsregeln, die in freier Reihen-
folge nacheinander angewendet werden kbnnen, lauten:

1. Lineares Doppeln:

Hénge an eine gegebene Strukturfunktion noch einmgl die-
selbe an, und zwar zum ersten mit gleichem, zum zweiten
mit umgekehrtem Vorzeichen.
Schema:

‘51 ! |S1
64 ;=64 v
G, , 6, S,
62 ,"62 *
2. Zyklisches Doppeln:

Vertausche bel der Pamrbildung die gegebenen Strukturfunk-
tionen zyklisch und fiige die jeweils folgende Funktion
einmal mit gleichem und zum zweiten mit umgekehrtem Vor-
zeichen an.
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Schema: 6", 6
{51 ;‘Eiz /” 6511‘\‘
Glt 63 GL !
sz .‘GS! \\ ,;
6;3 [ 651 (; -
©31-64 >

Belde Regeln werden in Abb. 33 zur Ableitung einer Pamilie
orthogonaler Strukturfunktionssyateme benutzt. Die Alphabe-
te sind mit Kurzzeichen versehen, die ihre Herkunft bezeich-
nemy 2.B. 'llz' besagt, daB diese 27 = 8 Strukburfunktionen
durch sukzessives Anwenden zweimal der linearen und einmal

der zyklischen Verdopplungsregel aus dem Grundpaar entstan-
den sind.

Wehlt man fiir die Alphabete der Abb. 33 den Rechteckimpuls
der Lﬁnge'tb als Bewertungstunktinn, dann erh#lt man eine
Familir orthogonaler Sprungfunktionasysteme, deren speziel-

le Mitglieder '111..." mit den "Walshechen Funktionen"
identisch sind (vgl. Abb. 21).

Anmerkung :

Die Strukturfunktionen der Abb. 33 lassen sich als ortho-
&gonale Binircodes auffassen. Der Hamming Abstand h(m)
zwischen zwei beliebigen Funktionen eines solchen Alpha-
bets ist stets gleich h(m) = g - Die zugeordneten Signal-
punkte dee Shannonschen Coderaumes liegen also regelmiBig
angeordnet auf der Oberfliche einer m~-dimensionalen Ku-
gel, die Signalvektoren stehen senkrecht gufeinander. Der-
artige Alphabete gehdren zu der von Gilbert [40] deri-
nierten Klasse der "minimizing alphabets", die sich durch

maximale Sickerheit gegeniiber additivem weiBen GauBschen
Rauschen auszeichnen,
Der mit g wachsende Hamming-Abstang der Orthoggnalcodes

wird mit einer 8teigenden Redundangz R der Alphabete er-
kauft; es gilt

>SS
{fHiiis
D

A
A o vp >
\\ ‘f( L] . 1] [ 1] . )
'H! ’ 1z’ 'lzf lzz zll zlz zz! zzz
'/z.B.
|||l||”1|||”ll
4
Lidinl L1 m=2

FEVTTT LR

“tb. 33: Familie orthogonaler Strukturfunktionen (I)
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Ein weiteres Beispiel eines Funktionspaares, welches in eine
dhnliche Familie entwickelt werden kann, sei in Abb. 34 dar-
gestellt.

L L

L |
l 1
C.

AL AR

/
Abb. 34: Pamilie orthogonaler Strukturfunktionen (II)

Zum AbschluB dieses Abschnitts sollen noch Signalfunktionen
und Schema des Matched Filter-Empfangs zweier nach diesem

Schema synthetisierter Alphabete an Hand von Oszillogrammen
gezelgt werden. Die Abb. 35 zeigt das Alphabet 'z' (nach Abb.
33), bewertet mit der si-Funktion passenden Arguments. Wie
schon in 2.3 sind die Ausgangskombinationen des Demodulators
in Matrixform angeordnet, Alle Stellen auBerhalb der Haupt-
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diagonalen (i = J) zeigen im Abtastzeitpunkt die Null,
Als Signalalphabet sind diese Funktionen kaum geeignet, da
die si-Funktion zeitlich schlecht beschrénkt ist,

Die zweite L8sung der Vorschrift w = 0 verlangt auf eine

FuBbreite‘Tb beschrﬁnkte, also impulsfﬁrmige, aber sonst belie-

bige Bewertungsfunktionen.

Zusammen mit den Forderungen an optimale Signalfunktionen
(s. 2.4) stellen sich fir w(t) folgende Bedingungen:

1. Die impulsférmige Bewertungsfunktion 8011 auBer im Zeit-
bereich auch im Frequenzbereich beschriankt sein, z,B., im
Sinne von [31] (energiemiBige Definition der Schranken)
oder [38] (amplitudenmﬁBige Definition).

2. Die Bewertungsfunktion 801l symmetrisch oder schiefsymme-
trisch sein, da dann die Matched Filter des Empfingers
sich nur durch die umgekehrte Reihenfolge der Abgriffe an
der Laufzeitkette von den Sendefiltern unterscheiden,

Als Bewertungsfilter wurden nach diesen Gesicht®punkten die
in [39] von Jess und Schigler angegebenen "Impulsformfilter
mit ginstigem Einschwingverhalten" ausgewdhlt., Die vorhan-
dene geringe Unsymmetrie dieser Formimpulse stért den Emp-
fang nicht merkbar. Abb. 36 zeigt ein mit diesen Impulsen
(Filter 52,10:D) bewertetes Signalalphabet einschlieBlich
seiner Korrelationsfunkticnen.

3.32 Systeme mit nicht orthogonalen Bewertungsfunktionen

Strukturrunktionsaysteme mit der lligenschaft, daB in ihnen
sdmtliche Kreuzproduktsummen verschwinden (also Kq(i,j) =
0 fir q = 1,2 ... (n-1) kénnen mit beliebigen Funktionen
bewertet werden, ohne daB ihre Orthogonalitit gestort wird.
Diese Eigenschaft erfiillen aber nur jeweils einzelne Punk-
tionspaare, die aus einer symmetrischen und einer schief-
syvmmetrischen Strukturfunktion bestehen (die Faltury einer

~
~
—E §
~
(=]
-
el
]
S —
g iz
™ . ¥
b - ]
a Qa o
&
(o]
> -
- o
1
] -
- b~ =~ ~
~— Sy . e
& R B I
=N a o @ * a
=
o
& < =
] 1]
- b o o —~ = ~
-— —~ — ~ ~ g = B
= N oo m L 2 el
a @ o a @ o e
Z,
[=]
”
@
3 N
- e
g
q
e

Abb. 35: Alphabet(4,1), (belegt mit si- Funktion)
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a) Absolutvergleich

b) Relativvergleich

Abb. 15: 'null zone'~Entscheidung

nalen Hyperkugel um S,. Abb. 16 zeigt dies wieder fiir den
zWweldimensionalen Fall

/P

s, | —
Sl -

Abb, 16: Streukugeln im Nachriehtenraum

Die Feklerwahrscheinlichkeit in der Entscheidungsstufe ist

offensichtlich umso geringer, je weiter diese "Streukugeln"

- 3% -

L

voneinander entfernt liegen, d.h. je groBer die Signalvekto-
ren bel konstanter Grofe der Stbrvektoren eind. Nach der
Parsevalschen Glelchung

1:1+T g o] 5 2
By - ( P2 (1) at =z byy® = by, (1/14)
tl i=o

widchat nun der Betrag der Signalvektoren [b ] mit der Wur-
zel aus dem Energieinhalt E der Signalfunk%ionen. Man muB
also, wie schon in 1.14 gefordert, einmal die Aussteuerungs-
grenze des Kanale voll nutzen und zum zweiten die Linge der
Signalfunktionen mdglichst erhthen. Wie ebenfalls schon ge-
sagt, mul in diesem Fall zum Ausgleich der dann kleineren
Zahl in der Zeiteinheit ilibertragener Signale der Umfang des
Alphabets erhtdht werden.

Kennzeichnet man die energieméBige Béschrﬁnkung im Nachrich-
tenraum durch eine entsprechende Kugel um den Ursprung, dann
zeigt Abb. 17, daB es zunichst giinstig ist, auch die nega-
tiven Signalfunktionen mit in das Alphabet einzubeziehen.

Abb. 17: Optimale Ausnutzung des zweidimensionalen Nachrich-
tenraumes
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S0ll der Nindestabstand der Streukugeln beibehalter werden,
dann ist eine weitere Vergroferung des Alplabets nur dureh
eine Erweiterung der Dimensionen moglich, d.h. die ’ahl der
orthogonalen Funktionen muB erhtht werden. Abb, 18 zeigt
die opiimule dquidistante Anordnung der Gtreukugeln auf der

Aussteuerungskugel bei Verwendung ortkogonaler $ignalalpha-
bete fiir den Pall m = 3,

In dieser Darstellungsart 148t sich nun auch leicht zeigen,
daB die Streubereiche bei einer nichtorthogonalen Lrweite-

rung des Zweidimensionalen Systems nicht optimal verteilt
werden kdnnen s,Abb, 19,

Abb. 18: Optimale Ausnutzung desg dreidimenaionalen\Nachrich—
tenraumes

- 35 .

a) lineare ,nichtorthogonale Erweiterung Sg -k’?.(sz -5¢)
b) nichtiineare " Sp=0,55;

Abb. 19: Nicht optimale Ausnutzung des Nachrichtenraumes

1.5 Zusammenfassung i

Zur Losung des gestellten Problems "Optimale Signalfunktio-

nen fir digitale Hachrichtensysteme" wurden bisher verschie—
dene Annahmen gemacht und daraus Forderungen abgeleitet. Es

folgt eine Zusammenstellung:

1.51 Annahmen

1. Die Nachrichtenquelle ist digital, d.h. sie verfiigt liber
einen beschridnkten Vorrat an Nachrichtenelementen,

2. Der Ubertragungskanal gehirt zur Klasse der linearen zeit-
invarlanten Systeme mit idealem BandpaB~ bzw, TiefpaB-
Charakter,
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3. Die Aussteuerungsgrenze des Kanals ist endlieh,
4. Der Kanal ist additiv gestort,

5. Sender undg Empfénger sind phasenstarr synchronisiert.

1.52 Resultierende Forderungen an die Signalfunktionen

1. Eine Signalfunktion soll im Zeit-, Prequenz- und Amplitu-
denbereich auBerkalb bestimmter fester Sehranken nur ver-
nachléssigbar kleine Energieanteile begitzen,

2. Die Schranken nach 1. sollen fiir alle Signale eines Alpha-
bets gleich sein.

3. Die Signalfunktionen sollen ein lineares, orthogonales
System bilden.

4. Der Umfang des Alphabets soll gros sein,

5. Die Netzwerke fiir Frzeugung ung Empfang der Signalfunk-
tionen sollen einfach zu realisieren sein,

2. In der Literatur bekannte Orthogonalsysteme

Orthogonale Funktionssysteme spielen z,B. in der Reihen-
lehre und der Theorie der Differential- und Integralglei-~
chungen eine gewichtige Rolle, Finige dieser ﬁ}ateme haben
in die theoretische Elektrotechnik Eingang gefunden (z.B.
in Synthese und Analyse linearer Netzwerke)., Eine dominie-
rende Rolle spielt auf Grund besonderer Elgenschaften die
¥lasse der Sinusfunktionen, daneben sind in Sonderfidllen
Laguerresche, Legendresche und Jacobische Folynome, Syste-
me orthogonaler flechteckfunktionen oder orthogonaler Ex-
ponentialfunktionen gebriuchlich (231, [24], [25], [43].

Grundsdtzlich sind alle diese Funktionssysteme als Signal-
alphabete denkbar. FPraktisch 8ind dagegen bisher Signalfunk-
tionen nur aus den Klassen der Sinus- und Rechteckfunktio-
nen abgeleitet worden. Uber Versuche mit bewerteten Or-

w 3T

thogonalpolynomen als Nachrichtentriger wird m.V. nur an
einer 3telle der Literatur berichtet [26].

Im folgenden soll ein knapp gehaltener Uberblick gegeben
werden,

2.1 Orthogonale Polynome und Egnktionen

Orthogonale Funktionssy=teme ergeben sich z.B. als Eigen-
funktionen in Eigenwertproblemen; dariiber hinaus 1&B8t sich
aber jedes linear unabhiingige Funktionssystem orthogonali-
sieren, Ein einfaches Verfahren hierzu stammt von E. Schmitt
[19]: "Es set Y, (x) eine Folge linear unabhdngiger, stetiger
Funktionen in einem Intervall (x1; x2) der reellen Achse.
Dann gibt es ein Orthonormalsystem f&[x), dessen Funktionen
sich als lineare Kombinationen der\pifx} achreiben lassen":

fi(x) = cqy Wy (x)
Po(x) = CorW(x) + Cppp(x)
P50 = 25W1(x) + 030000 + 0555 (0)

. (2/1)

Mit diesem Ansatz erhilt man aus der Orthogonalititsbedin-
gung die Koeffizienten zu:

Wiy
cijz-W(n,hj) (2/2)

Beispiel: Durch Orthonormieren des Systems der Polynome
1 %3 x2; X* « . . gewinnt man die Legendresche Polynome

L]
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Bo..= 7 mathematische Literatur beispielsweise:
p; = (Jacobisches) Polynom - Vw(t) = (Jacobische) Funktion,
P, = (3x% - 1)
P3 = %— (5x2 - 3x) usw,
ntervall
In Erweiterung der bisher benutzten Orthogonalitétsbedingung Polynom Bewertungsfunktion w(x) = wix) 40
kann man eine Bewertungsfunktion w(x) in
das Funktionsprodukt einfiihren und definieren 4 ] (-]’.}}
' Legendre
X 0 i=y P
[ PP (x) - w(x) ax = 513 = { fur (2/3) : = (-1;1)
Xy 1 i4 schebyscheff : X
- ( } . (x-a)*". (b-x)B-1 (a:b)
(w(x) muB im Intervall X135 X,) integrierbar sein und darf ) 2 I
>
dort nicht das Vorzeichen wechseln. ) Jacobi 1“’0" B o
@,=-X
XS e
Diese "Orthogonalitit beziiglich einer Bewertungsfunktion" ' a>-1 (0; m)
ist vorteilhaft aus Konvergenzgriinden oder um Approximations- LGQUOITO
fehler in gewissen Bereichen des Intervalls (x,; x,) kleiner 2
1 2 e~ X (-ojm)
zu halten, Hermite - !

Im Sinne dieser Definitionsemeiterung ist die Bewertungs-

funktion der Legendreschen Polynome w(x) = 1 (-1 € x £ 4 i) i
Die iibrigen "klassischen" Orthogonalpolynome unterscheiden i Abb. 20: Orthogonalpolynome % (nach [27])
sich nur noch durch die Form ihrer Eewertungafunktion, 8.

App- 20, FUir manche Aufgaben der Netzwerkeynthese interessant ist das
von Kautz u.a., [28], [29] angegebene System orthogonaler
e-Funktionen. Das Exponentialsystem [e"it] » (0<t) kann nach
der Schmidtschen Methode im Zeitbereich oder nach dem von
Kautz angegebenen Verfahren im Frequenzbereich orthogonali-
8ilert werden. Man erhilt beispielsweise

Nachrichtentechnisch kommt der Bewertungsfunktion die Bedeu-
tung zu, ein irgendwie gewiihltes System orthogonaler Signal-
funktionen besser an einen itertragungskanal anzupassen,
Im Sinne der Bedingung [\fiﬁ w dt = éid ist nur dafiir zu
sorgen, daB im Empfinger das Produkt 'fif W entsteht. Die
Erzeugung der Belegungsfunktion kann zweckméBig (z.B. als 5 \F,l(t) - {5 =t
\,w(t) ) auf Sender und Empfénger aufgeteilt werden, " (t)
2

Bei der Multiplikation mit w(t) geht der Polynomcharakter der Ps(t)
Orthogonalpolynome verloren, entsprechend unterscheidet die

F (g g 3 e'zt) o<t
€ (3 7% - 12 2% , 10 By
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Systeme orthogonaler Sprungfunktionen, wie sie von Haar oder
Walsh angegeben wurden, sind zum Aufbau technischer Spektral-
analysatoren recht reizvoll, da Funktionserzeugung und Multi-
plikation mit einfachen Torschaltungen mbglich sind [23].
Abb. 21 zeigt diese Orthogonalsysteme

7= —_
] -4_ L 4] !
/ 7
7 3
® 4 -
2 / L) ’
-r _'
L d ys- |
3 ! 93 g
-r'
-V
! - 147}
s | > ,
l 1
-1
-2

a) nach Walsh b) nach Haar

Abb. 21: Orthogonale Sprungfunktionen

Das System der %alsh'schen Funktionen wird im 3. Kapitel als
Spezialfall einer allgemeineren Funktionsfamilie abgeleitet.
AbschlieBend sei noch das von Rademacher angegebene System
orthogonaler Sprungfunktionen erwdhnt:

Pi(x) = slgn sin (2 mx) in Intervall (o51), [42].

R —

NSUH, iy I

2.2 Orthogonale “ignalfunktionssysteme der Nachrichtentechnik

Die heute als Signalfunktionen gebriduchlichen Orthogonaley-
steme sind nahe Verwandte der Trigerfunktionen im Zeit- bzw.
Frequenzvielfach., Im Zeitmultiplex wird das Orthogonalaystem
in einfacher Weise von Uberlappungafrei versetzten, zeitbe-
schridnkten Impulsen gebildet, wie Abb. 22 im Prinzip zelgt:

AP

L ot —J-—

S
[*
SIS TR T

il

Abb. 22: Orthogonale Trédger im Zeitmultiplex

Das Frequenzmultiplex benutzt die Orthogonalitit der Sinus-
funktionen, z.B. im Interva}l (-M;fr), s. Abb. 23,

ZweckndBig 1HBt sich das allgemeine Frequenzmultiplex noch
unterscheiden in "Phasenmultiplex" + 8in x, + cos x und
eigentliches "Frequenzmultiplex"

sin x, sin 2x, #in 3x . . . .

Die in Abb. 23 aus den zeitlich nicht beschrinkten Sinusfunk-
tionen herausgeschnittenen "Sinusimpulse" benbtigen zur Uber-
tragung ein breites Frequenzband. Zur Beschridnkung der Band-

breite lassen sich geeignete Bewertungsfunktionen einfiihren,

Abb. 24 zeigt ein derartig bewertetes Sinussystem, wie es

von Muehldorf u.a. [16] angegeben wird. Die Ableitung dieses

Systems ging wahrscheinlich (vgl. [31]) von dem "angehobenen"
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cos-Impuls (raised cosine) aus und benutzte Hilbert-Transfor-

mation und Differentiation zur Ableitung der drei librigen
Funktionen.

= y",L' \ ( L |

x
vzzcosx
Intervall
$3= sinx ? %)
Pg=cos2x
/ \
Abb. 23: Orthogonale Tréger im Frequenzmultiplex )

fi(t

RAISED f,(t)

cosinE HARMONIC

SKEW

HARMONIC
oy UTERE L ey Maguome
SKEW
-TC +TC

Abb. 24: Orthogonale Funktionen nach Muehldorf u,a

Die zeitlich auf eine oder wenige Perioden beschrinkten 3i-

nuefunktionen der Abb, 23 und 24 bilden kein Frequenzmulti-

.

£y

plex im urspriinglichen Sinn. lierzu gehdrt vielmehr, dal die
Spektralfunktionen eines Frequenzvielfaches in gleicher WVeise
wie die Zeitfunktionen des Zeitvielfaches in Abb. 22 iiberlap-
punkgsfrei sind. Ist diese Forderung erfiillt, dann ist nicht-
kohdrenter (d.h. nicht phasenstarrer) Empfang moglich, da das
Betragsspektrum bei der speziellen Spektralanalyse nach Si-
nusfunktionen gegen Zeitverschiebungen invariant ist., Bei ge-
niigend groBer Analysezeit ist sogar asynchroner Empfang mog-
lich, da dann in jedem Augenblick die Bedingung

£ i -

l‘f.I?(t) at >jr1(t)-f2(t) it < Ifze{t) dat

o (4]

erfilllt ist, vgl. Abb. 25 (nach [32]):

t
Jat ()
0

Kit)  (b)

////////r/////////fc)

t
- [t dt (a)
* P

1 Abb. 25: zum Asynchronempfang sinusformiger Zeitfunktionen

Dargestellt ist der FEmpfang eines sinusftrmigen Signals f1
aus einem Alphabet f1.f2. Ter optimale Demodulator wiirde
die Froduktintegrale (a) und(d) bilden und zur Zeit T = t,
abfragen, Ter sehr viel einfachere asynchrone Empfianger be-
gnligt sich mit quadratischer Gleichrichtung und angenéher-
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ter RC-Integration (Kurve (b)) und legt die intscheidungs-
schwelle (c¢) so, daB eine Irtsckeidung zu jedem Zeitpunkt
t >1t, mbglich ist (wenn auch mit schlechterem Storabstand).

2.3 Beispiel: Frzeugung und Umpfang Laguerrescher Funktionen

Laguerresche Funktionen lassen sich als Summen von [Xponen-
tialfunktionen schreiben; sie sind daher im Zeitbereich mit
"ilfe vor 1C-Fetten techrisch einfach zu realisieren.

Alle sog. klassischen Orthogonalpolynome werden durch die
erweiterte Formel von Rodriguez beschrieben:

(1)
. a 1
TlE) ~p gy d—;-r["‘f“ 5 I (2/4)

wobei X die Abkiirzung fiir ein Folynom von héchstens zweitem
Grade ist [33].
lian erhidlt daraus die Laguerreschen Folynome durch

N

W(t] = a _-«t

e (mit a» -1 und t = Q)

o+ o

und ki =

rj_.

Damit wird

Pt =\fw(t) « Pylt) 5
/ (1} 2
= fe Bt La 1 d -at .a tl]
p1e%tga g o1 [°

S (1) a+i
Xt/2 (-a/2 @ [e-qt t } -

3 =5 (2/5)
Im einfachsten Sonderfall ist a = 0,
o g(1) p i

l'lie ersten vier Funktionen dieses Gvestems benutzte lLeontiew
[EQI als Triger im Versuchsaufbau eines vierkanaliger Mul-
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tiplexsystems. Zur Erzeugung der Sigralfunktionen im Sender
und im Korrelationsempfinger diente je eine Kettenschaltung
symmetrischer RC-Vierpole.

Zur Simulierung dieses Laguerreschen Systems auf einem Ana-
logrechner wird ofi(t) durch Laplace-Transformation in die
zugehtrige Ubertragungsfunktion Ai(p) der erzeugenden Fil-
ter iiberfilhrt. Ian erh#lt nach kurzer Zwischenrechnung:

i
1) = L] - e 2/7)

Durch Zerlegung in Teiliibertragungsfaktoren folgt daraus die
Schaltung der Abb. 26, an der die‘ﬁa(t} abgegriffen werden

konnen: A
1 P-dYy P -
&(1) o—» S
f P+%5 £=+EZ&? F’+EZE

Yo 9, L 23

Abb. 26: Anordnung zur Erzqugung Laguerrescher Funktionen

Die Realisierung dieser Schaltung mit Hilfe des Analogrech-
ners kann nach den Angaben von Schiiler [34] erfolgen, Ein
anderer Weg zur Realisierung Laguerrescher Funktionen am
Analogrechner wird von Herschel angegeben [43].

Der Anregung von Leontiew folgend, wurde der Matched Filter-
impfang durch zeitinverses Abspielen der Sendefunktionen wvon
einem llagnetbandspeicher iliber die gleichen Filter simuliert.
Die Abb, 27 zeigt in "Matrixform" angeordnet die Ausgangs-
kombinationen des Dlemodulators und das System der Laguerre-
schen Funktionen selbst., Alle Stellen auferhalb der Haupt-
diagonalen (i=j) zeigen also im Abtastzeitpunkt die Null.
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Die Funktionen des Systems a = 0 sind im Fullpunkt unstetig
und haben daher einer groCen Bandbreitebedarf. Es wurden des-
halb im weiteren die glinstigeren, da stetigen Punktionen fir

a = 2 untersucht. Auf die nikere Ableitung der nicht mehr sehr
einfachen Schaltungstechnik sei hier verzichtet, Abb., 28

zeigt die erhaltenen Oszillogramme wieder in "Matrixform" an-
geordnet.

Praktische Verwendung als Signalalphabet werden die Laguer-
reschen Funktionen wohl nicht finden, da eimnmal ihre Be-
schridnkung im Zeit- und Frequenzbereich ungeniigend ist und
zum zweiten die Syntkese der zugehdrigen Matched Filter
schwierig wird,

Auf Grund der miBigen zeitlichen Begrenzung der Laguerre-
schen Funktionen erreichte Leontiew in seinem Multiplex-Sy-
stem selbst bei einer Integrationszeit von &t = 40 erst eine
Nebensprechdtmpfung von ® 14 4B, X

2.4 Abschliefende Bemerkungen

Eine Friifung an Hand der in 1.52 aufgestellten Forderungen
an Signalfunktioren zeigt, daB alle von der Mathematik her
bekannten Orthogonalsysteme wenig geeignet sind., Diese Funk-
tionssysteme wurden primir zur Losung mathematischer oder
physikalischer Aufgabenstellungen abgeleitet und es ist da-
her auch nicht zu erwarten, dafli sie als Signalfunktionen
brauchbar sindj

Die technischen Signalfunktionssysteme stellen ihre Ortho-
gonalitit fast alle durck den Trick der (iberlappungsfrei-
heit im Zeit- oder Frequenzbereich sicher. Dieses im echten
Multiplexbetrieb aulerordentlich vorteilhafte Verfahren ver-
liert bei einer digitalen Signaliibertragung etwas von sei-

Anmerkung: Die Cazillogramme der Abb, 27 und 28 wurden von
Herrn Yeil im lahmen einer Institutsarbeit aufgenommen,

(1-3ats3a 1 -F1)

B33

i e:"-'/:,

9, (1)

?2
(1-2at+3t)

B2z

Byalt)
wie

Bg_‘,\l('”

Abb. 27: Laguerresche Funktionen (a=0)
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Als Bezugssystem besonders geeignet ist das System der Signal-
funktionen selbst, da in diesem Fall das ungestidrte Kennwert-
muster die einfachst mdgliche Gestalt erhidlt.

Die empfangene Signalfunktion fJ{t) = aj(t) + n(t) der Dauer
T ®0ll im Zeitabechnitt tl...t1+T approximiert werden durch
eine Zeitfunktion der Form

Fum(t) = by 9, (1) + Pafilt) + See (s} o (1/)

de(t) ist also eine Linearkombination des im Empfinger ge-
speicherten Funktionssystems f;(t)...f;(t). Die Konstanten
bjo"’b n Pllden das gesuchte Kennwertmuster.

Soll die Approximation eindeutig sein, dann miissen die f&{t}
ein linear unabhiéingiges System bilden (vgl. 1.13).

Weiter ist von EinfluB, nach welchem Kriterium die Anndherung
optimiert wird. Bekannte Verfahren sind z,.B.:

a) Minimisieren des Integrals iiber das Quadrat des Fehlers

b) Minimisieren der absoluten Fehleramplitude (an sich opti-

male gleichmédBige Niherung, aber nur in Spezialfdllen lés-
bar)

¢) Approximation mit konstanter Abweichungsamplitude (equal
ripple, Tschebyscheffache Approximation) [11].

Die Auewahl eines Kriteriums ist an sich willkiirlich,

Das erste, von GauB angegebene Verfahren ist wohl am besten
bekannt; es hat die Vorteile, einmal den VorzeicheneinfluB zu
beseitigen und zum zweiten die groBen Abweichungen iiberpro-
portional zu beriicksichtigen, Der Hechengang ist aus der Ma-
thematik bekannt (z.B. [6]):

Die Koeffizienten bo...bm werden nach dem GauBschen Verfahren
80 bestimmt, daB das Integral der Fehlerquadrate iiber eine
Taktperiode T minimisiert wird:
t1+T 5
Q= I [Fn(t) - f(t)} dt = min, (1/2)

= TG

Die hierfiir notwendigen Bedingungen

2
= e ot e R (1/3)
O

Tilhren auf die Gleichungen

I
o

T
(Fp=f) P, dt =
Y

(1/4)

It
<

(T-‘m—f) 'f'1 dt

3 g

1$§_=51
¥

3 t1+T

1 =

ﬂﬁ-ti

- -

und, nach »insetzen der Reihe fiir F.. auf das System der Nor-
malgleichungen

bo(YO‘ro) + bl(YOfl) + see + bm(’fo'fm) - (fof)

BAPET £ 5 o 4 = (Py1) (1/5)
By (Pafy) *+ ¢ o v d . = 0,10

(mit den Abkiirzungen:

t1+T
51
t1+T
(fif ) =[ Pi(t) « £(t) at (1/6)
t
1

Die apparative Aufldsung dieses Systems nach den gesuchten,
informationstragenden Koeffizienten bo"‘bm erfordert um-
fangreiche Schaltungen, die auBerdem bei Zufiigen einer wel-
teren Funktion\fm+1 (enteprechend einer Vergriferung des
Signalalphabets) im ganzen geidindert werden miissen.
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Wahlt man dagegen spezielle Funktionssysteme Tﬁ, fiir die
paarweise gilt:

t1+T
(f173) z[ Filt) - Py(t) at = cy '81;] (/7]
2}
0 i#]
(dabei ist 513 = [ fiir das sog. Kroneckersche Symbol),
1 1=}

so verschwinden in den WNormalgleichungen alle Koeffizienten
(f&fa) auBerhaldb der Hauptdiagonalen dee Koeffizientensche-

mas.

bi 188t sich dann sehr einfach berechnen:

t,+T
1 . 1/8
by = 5 ts £(t) « Py(t) at (1/8)
1

Diese Rechenvorschrift kann mit verhdltnismédBig geringem Auf-
wand realisiert werden. Da die Koeffizienten endgiiltig sind,

wirkt sich eine VergrtBerung des Umfangs des Alphabets nicht

in einer Khderung der schon bestehenden Schaltungen aus.

Wegen der formalen Ahnlichkeit des Ausdrucks (1313) = 0 fiir

i 4 j mit dem skalaren Produkt senkrecht (orthogonal) aufein-
ander stehenden Vektoren (a-b) = 0, nennt man derartige Funk-
tionssysteme orthogonal. In einem orthonormalen System ist
auBerdem ey = 1.

Anmerkung:

Die Orthogonalitit eines linearen Funktionssystems ist nicht,
wie in der Literatur hdufig angegeben, Voraussetzung fiir die
Trennbarkeit der Signalfunktionen, sie vereinfacht aber er-
heblich die apparative Aufltsung des Systems der Normalglei-
chungen.

1.3 Empfangsverfahren
t1+T
Die Operation bij = [ fd(t) -‘f’i(t) at

=

die den Optimalempfang orthogonaler Signalfunktionen be-
schreibt, entsprieht der Formel zur Berechnung der Fourier-
koeffizienten, wenn fiir die‘f das System der sin- und cos-
Funktionen eingesetzt wird. In diesem Fall wiirde der Opti-
malempfinger eine normale Spektralanalyse der empfangenen
Zeitfunktion vornebmen.

llan kann so Empfinger der besprochenen Art als "verallge-

meinerte Gpektralanalysatoren" }gzﬂglich des jeweiligen Or-
thogonalsystems auffasaen. g

5ind, wie iiblich, die Glgrnalfunktionssysteme in Sender und
Fmpfiinger identisch (si = $ﬁ),-dann entspricht bei ungesttr-
ter Ubertragung dns Jystem derq};j im Empfinger exakt dem Sy-
stem der Signale 5, hinter dem Sendekodierer in Abb., 2. Be-
liebige andere Signale (z.B. Storfunktionen) werden sinnge-
méB in die Folge zugeordneter Komponenﬁen zerlegt,

Die im Empfinger erforderliche Integraloperation kann schal-
tungstechnisch auf zwei Arten verwirklicht werden:

1.31 Korrelationsdemodulator

Im Korrelationsdemodulator wird die Signalfunktion f (t) in
elektronischen Multiplikatoren mit den im Empfiénger erzeugten
Funktionen f&(t) multipliziert, und die Trodukte werden dann
integriert (s. Abb. 3).

Die gesuchten Koeffizienten bji erscheinen am Ende der Inte-
grationszeit der Dauer T. Zur Steuerung der Funktionserzeu-
gung, der Integrationaanfangabedingung und der zeitgerechten
Abfrage der Koeffizienten wird ein Taktpuls bendtigt, der
phasenstarr am Sendetakt angeschluseen ist (in Abb, 3 ange-
deutet). Dieser Schaltungstyp wird im englischen Schrifttum
als "correlation detector" bezeichnet [4], [12], [13].

In Abb. 4 ist zur Veranschaulichung die Korrelationsdemodu—
lation zweier orthogonaler Signalfunktionen Yl(t) und ?2(”
dargestellt. Die Schaltung war am Analogrechner aufgebaut.
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Abb. 3: Korrelationsdemodulator

ﬁi(t) ist ein 'Sinusimpuls’. Tz(t) dessen zeitliche Ablei-
tung. Am Ausgang der zwei Integratoren wird am Fnde jeder
Taktperiode (t = T) angezeigt, welche Signalfunktion mit wel-
cher Amplitude empfangen wurde,

1.32 Matched Filter-Demodulator

FaBt man,wie oben bemerkt, den Empfinger als verallgemeiner-
ten Spektralanalysator auf, so entspricht der beschriebene Kor-
relationsdemodulator dem Suchtonanalysator (allerdings mit ko-
h#érenten, festen "Suchtdnen").

In &hnlicner Weise 148t sich das Analyseverfahren mit festen
Filtern verallgemeinern: die kennzeichnende Zeitfunktion
(d.h. die Antwort auf die Diracsche StoBfunktion) a.(t) der
Filter muB den Signalfunktionen Tﬁ(t) entsprechen, aber zeit-
lich gespiegelt verlaufen, also
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Abb. 4: Zur Kerrelationsdemodulation.
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a3(t) = P, (t,-t) (1/9)

Die zusétzliche konstante Verztgerung to ermtglicht die phy-
sikalische Realisierung, es muB sein to & T der Zeitdauer
der Signalfunktion Tg{t); am einfachsten setzt man t, = T.

Die Antwort eines derartigen Filters ergibt sich nach dem
Faltungssatz zu:

t
Biyt) = [ 230 ay(t-0) ae (1/10)
o]

und mit (1/9)
t

Biy(t) =I £ (OR(T - [t-T]) at
o}

t
=°J FEf(T -t +T) aE (1/11)

Zur 2 = i
elt t = T nimmt die Ausgangsfunktion Bij(t) den Wert der

5 . N
i suchten Koeffizienten bij an; man erh&dlt durch Abtasten in
iesem Zeitpunkt

1
By, (=1 =oj’ FUA AR © o (112)

Ein Filter mit derart gesplegeltem Zeitverhalten a(t) =

?Kto - t) wird in der amerikanischen Literatur "matched fil-
ter" genannt (matched heiBt soviel wie abgestimmt auf pas~
send zuP(t) ). Der Empfangsvorgang trigt entsprechen; die Be-
zeichnung 'matched filter detection' [13], {141, [a5], [26]
"matched filter" werden auch als "conjugate filter" b;zeich:
net, da die Fouriertransformierten von Zeitfunktion und cha-
rakteristischer Zeitfunktion des zugehOrigen 'matched filter'
bis auf konstante Amplituden-

konjugiert komplex sind [18].

und Laufzeitfaktoren zueinander

- 2] =
a

Die fGynthese von Filtern mit zu beliebigen Zeitfunktionen ge-
spiegeltem Zeitverhalten ist ein nicht allgemein ldsbares
Problen.

Im einfachster i#all sind die Dignalfunktionen symmetriech
oder schiefsymmetrisch zu t = T/2, d.h. mit ihren Spiegelbil-
dern direkt oder nach Umpolung identisch. “mpfargs- und Jen-
defilter kinnen dann gleich aufgebaut sein.

Piir die schon zur Temonstration des Korrelationsempfiingers
benutzten orthogonalen Funktdonen ?1 und P, (vgl. Abb. 4)
wurde am Analogrecrner ein Matched Filter-Demodulator aufge-
baut. Sende— und Lmpfangsfilter konnen in diesem Beispiel
identisch sein, da ‘P, symmetrisch und‘Pl schiefsymmetrisch
zu t = T/2 ist. Abb. 5 zeigt die Oszillogramme vor und hin-
ter den Filtern ?&(T—t} und‘?é?T-t). Zur Zeit t = T, also

am Ende jeder Taktperiode, werden in gleicher Weise wie beim
Korrelationsdemodulator die der jeweils gesendeten Funktion
zugeordneten Koeffizienten b, durch Abtasten gewonnen.
AbschlieBend zeigt Abb., 6 die Crundschaltung eines liatched
Filter-Empféangers.

=
INMJ ——f—'-r-"‘——_ﬁ
Lpuls_l , 1
T Bl T-1) bjo
I /I
| 0 (T-t) bj1
st [ : W E
! [ S h : )
. s 7
O (T-1) bjm
Filter Abfrage

BIBLIOTHEK
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Abb. 6: Matched Filter-Demodulator f
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&
Korrelations- und "atched ™ilter-SGchaltungen lassen sich zum
smpfang zusammengesetzter 7eitfunktionen auch kombinieren,
ein Beispiel ist in [4] angefiihrt,

byy=0

b,
T

1.4 Die Narstellung im Machrichtenraum

|
S |
|
|
|

1.41 Der lNachrichtenraum

Die in 1.2 erwihnte formal® Khnlichkeit zwischen der Ortho-
gonalitidtebedingung und dem skalaren Itodukt orthogonaler
Vektoren beruht auf tieferen Zusammenhingen, die eine an-
schauliche geometrische Interpretation des Empfangsvorganges

L..., Abfragezeit ¢

zulassasen. i

Man nennt in der Theorie der Reihenentwicklungen die lienge

S der sich bei einer verallgemeinerten Spektralanalyse ergeben-
den Koeffizientenfolgen [bjo 5 bjl Swene by ]einen Hilbert-
schen Folgeraum.

Die Elemente dieses Raumes bezeichnet man als Vektoren, die
Zahlen b,y alas die Koeffizienten dieser Vektoren.

Es 148t sich zeigen, daB diese Vektoren ibjo G e bjm; im
wesentlichen die Eigenschaften der Ortsvektoren eines m-di-
mensionalen Fuklidschen Raumes haben [19].

Filter

In gleicher Weise,in der der Euklidsche Raum durch ein 5y-
atem orthogonaler Einheitsvektoren festgelegt wird, spannt
das System der m orthogonalen Signalfunktionen des Lmpfén-
gers einen m-dimensionalen "Nachrichtenraum” auf (im Sinne
des von Zadeh [5] fiir m-kanalige Multiplex Systeme definier-
ten Nachrichtenraumes).

ilter~-Demodulation

2

Jede eintreffende Signalfunktion f (t) 1HBt sich als Radius-
vektor (mit Ursprung im Nullpunkt) im Nachrichtenraum auf-
fassen, Der Empfangsvorgang entspricht dann der Frojektion
dieses "Signalvektors" auf alle m-Raumachsen. Die Betridge
der so entstandenen m vektorischen Komponenten sind die

fi(t)
@, (t)
Zur latched

5

b
Ji
Ausgangsamplituden des TNemodulators.

f(t)=9,0t)

f,(?)
Abb.
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Abb. 7 zeigt die Zusammenhinge fir m = 2:

lp: T Signalpunkt
b; G{!J &(f)-
bj; LT PR j:'?sz)
———
%

Abb, 7: Signalvektor im Nachrichtenraum

Das empfangene Signal fj(t} setzt sich aus den Nutzsignal
s,(t) und einer additiv tiberlagerten StUrgréBe n(t) zusammen.
Der Empfangsvorgang von Netz- und St&rsignal kann getrennt
betrachtet werden, da das Superpositionsgesetz gilt, also

fj(t} = Ej(t)] [O-TL T ijTB +oeee 00+

+ n(t) +n P+ ... nj1ﬁ +oae. I+ R(t)

(1/13)

Wahrend also das Nutzsignal nur am zugehbrigen Ausgangs "j"
des Demodulators erscheint, treten an allen Ausgin-
gen die entsprechenden Komponenten Ny ees np des Stdranteils
auf. Der Term R(t) bezeichnet den zu allen‘PJ(t) orthogonalen
Restantell der Storfunktion, der vom Demodulator eliminiert
wird.

Zur modellmiBigen Veranschaulichung dieses Stbreinflusses im
Nachrichtenraum sei wieder das bindre Alphabet Y1 f’2 der
Abb. 7 zugrundegelegt. Wird eine Folge z.B. der gleichen
Signalfunktionen\Pl gesendet, dann etreuen die gestirten
Signalpunkte Sl', 51""" um den Ort S1 des ungestdrten Emp-
fangs, s. Abb. 8.

Die Projektionen nl‘ und n?‘ des Stdrvektors si - 31 ent-
sprechen den S5t0ramplituden an den beiden Demodulatoraus—
gingen.

=t

Abb. B: Storvektoren im Nachrichtenraum
4

1.42 Die oszillographische Darstellung des Nachrichtenraumes

Es wurde gesagt, dal die am Demodulatorausgang anstehenden
Abtastwerte als Projektionen eines Gignalvektors auf die
Ebenen des den lmpfinger beschreibenden Nachrichtenraumes

aufgefallt werden konnen.
¢

Dreht man diese Aussage um, 8O 1iégt es nahe, Fmpfangspro-
bleme auch experimentell im Yachrichtenraum darzustellen.

Te geniigt ndmlich, je zwei Demodulatorausginge mit den X- und
Y-Einglingen eines Cszillographen zu verbinden, um die zuge-
hérige Ebene des Kachrichtenraumes mit ihren Signalpunkten
abzubilden.

Zur Demonstration dieses Verfahrens wird der zweidimensio-
nale Fachrichtenraum des bereits in Abb. 4 benutzten Korre-
lationsdemodulators oszillographiert.

Als Sendefunktionen werden einmal der Sinusimpuls :'Pl und
seine Ableitung 1\?2 sowie deren vier ILinearkombinationen
(e o (1?2) in den Empfinger eingegeben,
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Abb. 9 stellt den :mpfangsprozeB im Nachrichtenraum dar. Die
Integratorausgangsspannungen sind hier nicht abgetastet, um
die Ortekurven sichtbar zu machen, auf denen sich die Signal-
punkte des Signalalphabets wihrend der Rechenzeit dee Empfén-

gers bewegen.
Die den acht Sigralfunktionen zugeordneten Signalpunkte sind

dann durch die Endpunkte der erzeugenden Ortskurver gegeben.

Interessant wird dieses anschauliche Verfahren bei der lar-
stellung der Streurdume gestSrter Signalfunktionen. Als Bei-
spiel einer derartigen "analogen Stdrmessung" zeigt Abb. 10
die Streurdume eines (spiter besprochenen) Alphabets bei
Stérung durch additives bandbegrenztes Rauschen (a) und band-
begrenzte kurze Impulse mi* vg;schiedenen dquidistanten An-

im Nachrichtenroum

fangsphasen (b).

Abb.9: Zur Darstellung des E mpfangsvorganges
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In beiden Oszillogrammen sind (im Gegensatz zu Abb. 9) nur
die Signalpunkte selbst hellgesteuert. Der Ort ungestorten
Empfangs liegt im Schnittpunkt der Rasterachsen.

Die Auswertung derartiger Streurdume wird im 4, Kapitel dem
Vergleich verschiedener Signalalphabete zugrundegelegt.

f(t)
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1.43 Problem des Mustervergleichs (Entscheidungsstufe)

In 1.2 wurde der Empfangsvorgang in digitalen Systemen als
zwelstufig beschrieben: im eigentlichen Demodulator wird die
eintreffende Signalfunktion in ein Kennwertmuster wvon ver-
allgemeinerten Fourierkoeffizienten zerlegt (Analyse) und
darauf wird in einer zweiten Stufe diesen (i.a. geatdrten)
Kennwerten das #dhnlichste der endlichen Anzahl ungestdrter
Muster zugeordnet (Entscheidungsetufe). In den Nachrichten-—
raum iibersetzt erhdlt man folgende Aussage:

Der Demodulator spannt den Nachrichtenraum auf und weist Je-
der eintreffenden Signalfunktion elnen Punkt in diesem Raum
an; die Entscheidungestufe steckt um Jeden Signalpunkt des
ungestorten Musters ein festes Gebiet ab und trifft seine

Entscheidung grtBter Khnlichkeit danach, in welches Gebiet
ein gestdrter Signalpunkt fallt.

In Abb. 11 ist der N
les orthogonales

achrichtenraum fiir ein zweidimensiona-
Signalfunktionssystem dargestellt,

//{/ 2 “| X——Fehter
P

Enischeidung : S,

7

tEntscheidungsgebiete im Nachrichtenraum (absolute
Entscheidung)

Abb. 11:

51+ 5, sind die Signalpunkte ungestdrten Empfangs. Die ge-

strichelten Linien bezeichnen die Schwellen von Amplituden- =

o

s

sieben, welche hinter den Demodulatorausgéingen angeordnet
sind., Ist das Storsignal so gering, daB die Signalpunkte
noch in den umgebenden schraffierten Bereich fallen, dann
wurde die Nachricht richtig empfangen, das Amplitudensieb
gibt den korrigierten Kennwert weiter. Bei stdrkeren Storuh-
gen gibt es zwei Moglichkeiten, einmal kann der Signalpunkt
in die nichtschraffierten Bereiche fallen, d.h. beide oder
keine der Schwellen werden iiberschritten, dann kann ein Feh-
lersignal gesetzt werden. Zumﬁ;yﬁiten kann der Signalpunkt
in den anderen schraffierten Bereich fallen, dann wird ein
falescher Kennwert weltergegeben. Die Wahrscheinlichkeit
einer solchen Fehlentscheidung ist offensichtlich dann mi-
nimal, wenn die Entscheidungsgrenzen von beiden Signalpunk-
ten Sl und 32 gleichweit entfextit liegen; d.h. die Ampli-
tudenschwellen miissen auf die halbe HGhe der am Demodula-
torausgang erscheinenden ungesttrten Koeffizientenamplitude
eingestellt werden (gleiche Wahrscheinlichkeit aller Sig-
nalfunktionen vorausgesetzt).

Nachteilig an diesem System der "absoluten Entscheidung fst,
daB die optimale Einstellung von der Signalamplitude abhin-
gig ist. Giinstiger wire ein Relativvergleich der Kennwert-
amplituden am Demodulatorausgang. Im Nachrichtenraum ist

ein System mit "relativer Entecheidung in Abb. 12 eingezeich-

nets i .

Schaltungstechnisch 1#Bt sich ein solches Entscheidungssystem
mit Komparator- oder Extremwertschaltungen (z.B. [20]) ver-

wirklichen.

In Abb. 13 ist zum Vergleich die Aussagelogik beider Systeme
noch einmal zusammengefaBt.

Wie anschaulich auch kompliziertere Entscheldungssysteme im
Nachrichtenraum dargestellt werden kinnen, mbgen zwel weitere
Beispiele zeigen.

1m ersten enthilt die Entscheidungsstufe eine Kombination
aus absoluten und relativen Amplitudensieben (s. Abb. 14).
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Abb. 12: Helative Entscheidung

a) Absolutvergleich

s N by
g _' [~ sage b, , wenn b,’t-z—
— o "g’ Schwellenschallg.
K3 b
55 _j — sogrbz,wonnbéz—z—

b) Relativvergleich

b

sage by, wenn bj > b5

Demodulator
Komparator

b‘é [T sage by.wenn b:‘; > bj

by, bz ungestértes Kennwerimusier
b;. bé gestértes .

Abb. 13: Aussagelogik absoluter und relativer sntscheidung

-~

e s
s
lilt dieser Anordnung verglichen, haben Systeme mit nur rela-
tiver Entscheidung den Nachteil, bei Ausfall der Sendefunk-
tionen die Stdrungen in der Umgebung des Nullpunktes zu ver-
gleichen und als Signale anzuzeigen,

Komparalor

Demodulator

Abb, 14: Kombination absoluter und relativer Entscheidung

Als zweites Beispiel sei der '"null zone" Empfang nach

Bloom u.a. [21], [22] betrachtet. Durch Erhthung der Schwel-
lenzahl zwischen den intscheidungsbereichen kann die Feh-
lerwahrscheinlichkeit verringert werden. Der Empfang eines
Signals in dem Bereich zwischen zwei oder mehr 8chwellen
("null zone") zeigt an, daB die Entscheidung nicht mit aus-
reichender Sicherheit getroffen werden kann, und ein Feh-
lersignal wird gesetzt.

Abb. 15 zeigt die Darstellung des "single null zone"-Emp-
fangers fiir ein zweidimensionales Orthogonalsystem.

1.44 Zur optimalen Ausnutzung des Nachrichtenraumes

Wird angenommen, daB der Betrag der Stdrvektoren mit einer
beatimmten Wahrascheinlichkeit P urnter einem festen Wert
|E(P)| bleibt, dann liegen die gestdrten Signalpunkte SJ‘
mit dieser Wahrscheinlichkeit P innerhalb einer m-dimeneio-
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geraden mit einer urgeraden Funktion ist allein stets unge-
rade).

GriBere Alphabete (m»?2) konnen demzufolge nur konstruiert
B werden, wenn die Bewertungsfunktion gewissen Einschridnkungen
unterliegt.

Bus

Als nédchstes sollen daher Losungen der Zusatzbedingung in
folgender Form betrachtet werden:

N
Wy + 0 ; (Ri(1,3) = 0
) % =0 ’ Kq(i,j) beliebig fiir q =
234 s

in Worten: es sollen beliebige BeTegungsfunktionen der FuB-
breite € 213 zugelassen sein, dafiir muB die Summe der Kreuz-
produkte erster Ordnung Kl(i,j) verschwinden.

Bealt)
By(T-t)

Der allgemeine Losungsweg sei am Beispiel eines terndren Al-
phabets (m = 3) gegeigt, Die Zahl der Losungen ist zundchst
einmal unendlich, da in einem unnormierten System jede Struk-
turfunktion mit beliebigen Faktoren multipliziert werden
darf. Es wird daher vorerst willkiirlich festgesetzt: doj =1

fiir alle j.

Bea(t)
BagfT- 1)

wie
Abb.36: Alphabet (4,1), ( belegt mit Formimpulsen)

Aus der Orthogonalitédtsrelation und der Kreuzproduktregel

lassen sich je drei Gleichungen aufstellen, Diesen 6 Glel-
chungen miissen mindestens 6 Unbekannte gegeniiberstehen; das
unbekannte System erhdlt also folgende minimale Form:

Bnlt)
Bairt)
wig

Bl T-t)
Bairt)
wig

Bl T-t)
Beilt)
wie
BrflT-t)

dm=’ I dy da;

V) [
Lo r ot

doz=1 | di2 daz

doz =l L dr3

[ [
Ca T

dz;3

Alphabet

und es gilt dae Gleichungessystem:
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L+dyy dip+dy dy,=0
Orthogonalitit 1 + dll 613 + d21 d23 =0

1+ d12 613 + d22 623 =0

d o
“reuzprodukte iz * dll * dll 522 ¥ d21 612 =4

e B3 + 931 + 4y Gy +dp) 615 = 0
G s 4

13 * 915 * dyp dpg + 4y, dyg = 0
Dieses nichtlineare Gleichungssystem 14Bt sich von 6 Glei-
chungen 2, Grades auf Je eine Gleichung 7. Grades fir jede
Unbekannte reduzieren. Man erh#lt 7 verschiedene Ldsungen.

Navor sind 6 Lsungen nur die 31 = ¢ Fermutationen des ge—
suchten Systems:

11+Y2; 1 l '

I; 0;=1

1i-V2i1 -2 I

Nie 7. Losung ist nicht reell;

11 0;j
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Belegt man die Strukturfunktionen der reellen Lésung mit

zelt-frequenzbeschrinkten Formimpulsen der Breite 2T, 5 dann
ergibt sich das in Abb., 37 mit seinen Korrelationsfunktionen
dargestellte Signalalphabet, (Das Alphabet ist normiert, s.u.)

Zur vereinfachten Benennung erhalten die verschiedenen Signal-
alphabete im folgenden eine Kurzbezeichnung in der Form
(m, q*). Die erste zanl m gibt den Umfang des Alphabets an,
die zweite q+ die Ordnungszghlwder ersten nicht verschwinden-
den Kreuzproduktsumme. Diese zweite Zahl entspricht zugleich
der maximalen FuBbreite einer impulsfirmigen Bewertungsfunk-
tion, gemessen 1n'r°. Ergénzt werden kann die Bezeichnung
durch Anhéngebuchstaben wie z = zyklisch, 1 = linear und
g = "gleichstromfrei” (vgl. 3731). Die Alphabete der Abb, 35
und 36 werden also jetzt durch {4.1}z gekennzeichnet, das
Alphabet der Abb. 37 trégt die Bezeichnung (3,2).

4

Die Synthese umfangreicherer Alphabete wie (4,2), (5,2) usw.
durch Aufetellen und Lisen entsprechender Gleichungsaysteme
ist mbglich aber recht unhandlich.

Die Gleichungssysteme lassen sich entscheidend vereinfachen,
wenn man von folgender Uberlegung ausgeht: Es gibt unendlich
viele Alphabete der Form z.B. (4,2). Gesucht wird aus dieser
lienge das oder die Alphabete mit der kiirzesten Strukturfunk-
tion (n-e=min). Das einfacHste Verfahren hierzu ist, einmal
dle Zahl der Unbekannten diJ nicht gréBer als die Zahl der
notwendigen Bedingungen zu wihlen und zum zweiten die Zahl
der notwendigen Bedingungen durch Voraussetzen nur symmetri-
scher und schiefsymmetirischer Strukturfunktionen zu reduzie-
ren,

Als Beispiel des Alphabetes (4,2) sei dieses Vorgehen erliu-
tert: Von den vier Strukturfunktionen des gesuchten Alpha-
bets werden jJe zwei als symmetrisch und schiefsymmetrisch
angesetzt. Orthogonalitits- und Kreuzproduktbedingungen sind
darin in allen paarweisen Kombinationen einer symmetrischen
mit einer schiefsymmetrischen Funktion bereits erfiillt. Es
bleiben vier Gleichungen iibrig, denen mindestens vier Unbe-
kannte gegeniiberstehen miissen, also
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Abb. 37: Alphabet (3,2)

B

B2,
Biaaft)
wWig
Baz(T-t)

a

Bt
Bort)
wig
BiatT-¢)
Bj,fl'}
wie
Bis(7T-t)

Alphabet (3,2)

Orthogonalitit: 2 + 2 4y 49, =0

2+2d136u—

Kreuzprodukte: 2611 + 2612 + 2611 612 =0

2613 + 2614 + 2613 614 =0
[

Die Auflisung ergibt

933

L - 51: ) dig. = =

1 1
1+ ¢} = =
5(125) 12 e
1
13 a3

Die beiden Losungen sind Hquivalent, es sind die zwei Mdglich-
kelken, ein Paar zu permutieren. Das einfachste Alphabet (4,2)
hat also die Form:
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1 1,62; 1,62; 1

I 0.62; -0,62; 1

1; 0.62; -0,62; -1 |

I '-7,62; 1.62; -1

Der Ansatz mit nur symmetrischen und schiefsymmetrischen Funk-

tionen vereinfacht das zu lGsende Glelchungssystem also er-

heblich. Im Beispiel des Alphabets (4,2) lassen sich die ur-
springlich erforderlichen 12 Gleichungen 2, Grades auf zwei

unabhéingige Systeme von Jje 2 Gleichungen reduzieren,

Im allgemeinen Pall der Synthese eines Alphabets (m,2), also
des Umfangs o, muB man zwei Fhlle unterscheiden:

l. m gerade (m = 23 fir 2= 1,2, S ]

Es werden gleick viele (g) symmetrische wie schiefsymme-
trische Strukturfunktionen angesetzt., In jeder dieser
zwel Gruppen sind je (mée) Orthogonalitits~ ung Kreuz-
produktbedingungen zu erfiilllen. Die Zahl der Unbekannten

. 2(1" 2)
Pro Strukturfunktion muB mindestens

betragen, dar-
. e 2 - o
aus ergibt sich die Lédnge der Strukturfunktionen zu
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2(m/2}
. 2 . 8 m/2)!
Bya = 2 ¢ 2 n/2 * " 7Ttasz2)T <

2. m ungerade (m = 232+ 1 , ¥= 1,2, ...)

Die beiden Gruppen der symmetrischen und schiefsymmetri-
schen Strukturfunktionen haben nicht mehr gleichen Umfang.
Jedoch 148t sich zeigen, daB auch hier Doip = 0 gilt, wenn
die Gruppe der symmetrischgglgpnktionen die um eins um-
fangreichere ist. Der jetzt geringeren Zahl der fiir die
schiefsymmetrischen Funktionen geltenden Gleichungen steht
ebenfalls eine geringere Zahl von Unbekannten gegeniiber,
da schiefsymmetrische otrukturfunktionen mit ungeradem n
in ihrer Mitte eine Nullstelle besitzen.

Es gilt fiir die symmetrischen Strukturfunktionen
m+1
2 (T) '
- 2 -
Boin = 2+ 2 =T -1l=m
—gl

und fir die schiefsymmetrischen entsprechend

2 m-1
nmin=3+2_(§ =

'2

T

In einem weiteren Beispiel seien die Zusammenhéinge noch einmal
verdeutlicht: gesucht ist des Alphabet (5,2). Es gilt also

m=n.,, =5 ; weiter ist m ungerade: das System wird mit 3
symmetrischen und 2 schiefsymmetrischen Strukturfunktionen an-
gesetzt:
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dy; = U e .
’0’/ ” d] 'z d“; 2+2d"d;2+d2’d22=0
n 21
M——¢ :i" 2+2dy dy3+d 3 dy3 =0
! di2  da; d;z ] E 2+2d), dj3+ doaday =0
/ - h . » G+l +ay d22+¢djpdyy=0
dis  dz3 dj3 7
3¢ 3% % d""'dB" deJJ +dy3 doy =0
! di‘ ﬁl— & z“ | Gi2*dy3+ dhpdoz + dy3dap= 0
! dys L ~dys  |-1] §[1*dudis=0 | Orth.
0
34 3¢ b
_T -7 43 dy+dis =0 } Kreuzpr.
W

Die reelle libsung des Systems hat folgende Porm:

1,-Y3; 2 ; -V3 ;1 L

1,4V3, 2 ; +Y3 01 L ~
|

Fil ¢=1y 0 ;1 l |
L -

I‘.r‘.o:"f...-’
I

L

Alphabet (5,2)

Orth.

Kreuzpr.

- Tl =

Die zugehtrigen Signalfunktionen und die Ausgangsfunktionen
der liatched Filter zeigen die Oszillogramme der Abb. 38.

Die Ableitung noch umfangreicherer Alphabete (m 2 §) fiihrt
selbst in diesem vereinfachten Verfahren bald auf sehr grofBe
Gleichungssysteme, die eine manuelle Berechnung schwierig ge-
stalten.

Ein anderer, gangbarer %eg, der_.zu beliebig umfangreichen
Alphabeten der Art (4,2), (8,%), (16,2) etc. fiihrt, soll da-
her noch angegeben werden, obwohl die zugehfrigen Struktur-
funktionen redundant orthogonal sind.

Anmerkung: Als redundant onthogonal seien Alphabete be-
zeichnet, deren Strukturfunktionen eine Linge n > Moin
besitzen. Redundant orthogonale Alphabete ktnnen auBler
den notwendigen Orthogcnallitéta- ynd Kreuzproduktrela-
tionen weiteren Bedingungen gehorchen (z.B. alle Idijl“
1). Ein MaB fiir die Redundanz ist die relative Lingen-

. _ P Pyin
abweichung R = m— Redundante Alphabete werden im
folgenden durch den Anhingebuchstaben r gekennzeichnet.

Es 148t sich zeigen, daB sich redundant orthogdénale Alphabete
(2%,2), (%= 2,3,4 ...), die der Zusatzbedingung lagy| =1
oder O geniigen, sehr einfach! dureh . Dehnen' der Strukturfunk-
tionen (4,1), (8,1) usw. (nach Abb. 33) herleiten lassen.

Das Ausgangspaar 61, 62 dieser Familie ist symmetrisch--
schiefasymmetrisch, daher verschwinden seine sdmtlichen Kreuz-
produktsummen, Diese Eigerschaft bleibt nun fiir die Kreuzpro-
duktsumme erster Ordnung bel dem Alphabet (4,1)1 und den dar-
aus abgeleiteten Funktionen (linke H#lfte der Abb. 33) erhal-
ten, wenn die Erzeugenden€, und@, jewells durch Nullstellen
getrennt werden. Die entstehenden Alphabete kinnen anschaulich
als gedehnt bezeichnet werden., Wie man leicht einsieht, lassen
gich die Alphabete 'z=--=' (rechte Seite in Abb., 33) nicht deh-
nen, da in allen Kombinationen der Form
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F

0.

e,

e,

Gy

LH_i_l!_‘_LLILO_TO_ILLv_m

Abb, 38: Alphabet (5,2)

Alphabet
L2

o 00 B ye 0 G40 Oy ns
cee C0 BG40 0=Ggs Oy e

die Kreuzproduktsumme 1. Crdnung nicht verschwindet.

Die Familie der gedehnten Alphatete ist in Abb. 39 darge-
stellt.

Die Redundanz dieser Systeme wiHehst mit steigendem Umfang m
gegen einen Grenzwert R = 1/37

L1 .
- (4,2),',.
1 I R=20%
| 1.
L o

(’6'2)Hf,f (’6,2)”12". (16‘2}1'2!,1' (76,2);;,},-
R=30,3%

AOb. 39: Familie gedehnter Alphabete
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3.33 Zur optimalen Belegungsdichte

Die Synthese der Alphabete (my3), (m,4) usw., kann v6llig dem
fir die (m,2) beschriebenen Verfahren folgen, nur sind der
griBeren Zahl der Kreuzprodukthedingungen entsprechend mehr
Unbekannte gegeniiber zu stellen, d.h, die Strukturfunktionen
werden linger. Als herausgegriffenes Beispiel mdge das Alpha-
bet (3,4) dienen (Abb. 40):

112,62 3,41; 2,62;1 L I | J

1;-2.62; 3.41; -2,62; 1 L I |

11 1;0; =1; -1 1
T 1

(341 =2+V2" ; 262+ =2V W7 )

Abb. 40: Alphabet (3,4)

I's stellt sich nun die Frage, inwieweit es sinnvoll ist, Al-
phabete zu errechnen, deren Ereuzproduktsummen hdherer Ordnung
ebenfalls verschwinden,

Zunichst bringt die hierdurck erreichte griflere Belegungs-
dic?te to/tb eine betrédchtliche Verkleinerung des Zeit-Band-
breite-Troduktes, wie der Vergleich der Alphabete (4,1) und
(4,2) in Abb, 41 zeigt.

«ird also fir beide Alphabete dieselbe Belegungsfunktion vor-
ausgesetzt, so verringert das dichter belegbare Alphabet
(4,2) die bvenstigte Ubertragungszeit auf 62,5 %, Dabei ist

-5 =

Alphabet :

o;

S;

(t, = const.)

Belegungdichte
to/x, ! #
({TB) o ‘ 5 .
_( TB){“’} IOO Yo = T~ 62,57.

Abb. 41: Vergleich von Alphabeten unterschiedlicher Belegungs-
dichte

allerdings bisher der Einfluf der Faltung der Belegungsfunktion
mit der Strukturfunktion auf die resultierende Bandbreite der
Signalfunktionen upberiicksichtigt geblieben. Dieser EinfluB
verhindert, daB das Zeit-Bandbreite-Profukt mit steigender Be-

legungsdichte monoton fallt, die Funktion TB t =const =
o

f fto/Tb) durchléduft vielmehr fiir eine bestimmte Belegungs-
dichte ein Minimum, dessen Lage fiir ein einfaches Beispiel
abgeschdtzt werden so0ll:

Gegeben sei die Strukturfunktion @(t) = &(t) - &(t -T,), die
mit einem cos-Impuls der FuBbreite to = conat gefaltet wird
(8. Abb. 42):




- 76 -

Abb. 42: G(t) ¥ w(t) = s(t)

Gesucht ist das Zeit-Bandbreite~Produkt der entstehenden
Funktion s(t) in Abhéngigkeit von der Belegungsdichte,

s(t) ist auf eine Zeit T = t, + T, exakt begrenzt. Zur
Bestimmung der Bandbreite werden wegen der unendlichen Aus-
dehnung des Spektrums Schranken eingefiihrt, deren Hoheneinem
willkiirlich wihlbaren Bruchteil a9y des Maximalwertes der
Spektraldichte entsprechen, AuBerhalb der 80 definierten
Grenzfrequenzen iberschreitet der Betrag der Spektraldichte
die Schranke nicht mehr (vgl. [38]).

Die mit einem graphischen Verfahren gefundenen Zeit-Bandbrei-
te-Produkte sind in Abb., 43 dargestellt, und zwar fir drei
verschiedene Schranken Qe = 10 %, 5%, 1 % als Fﬁyameter.

Das 7elt-Bandbreite~Irodukt durchlduft also ein flaches Mi-
nimum fir Belegungsdichten wvor etwa tO/rb ¥ 2....4,

Daraus darf verallgemeinernd geschlossen werden, daB die Al-
phabete (m,3) und (m,4) keine Wesentliche Verminderung, Al-
phabete deren Kreuzproduktsummen noch hoherer Ordnung ver-
schwinden dagegen eine zunehmende VergroBerung des Zeit-
Bandbreite-Troduktes bringen werden.

3.34 Gleichanteilfreie Alphabete

In 1.51 war aus praktischen Griinden die F%rderung erhoben

worden, daB der zeitliche Mittelwert 19=J P(t) dt (Gleieh~
a

anteil) einer Signalfunktion moglichst verschwinden so0ll,

- e

0 oy " 0s 10— Yo/t,
® 10 4 3 2 1 Wt t°/To

I_, Grenzfall entspricht &-w(t)

Abb, 43: Zeit-Bandbreite~Produkt T+B als Funktion der Bele-
gungsdichte

Derartige gleichanteilfreie Signalfunktionen kénnen als cha-
rakteristische Zeitfunktionen von BandpaBfiltern aufgefaBt
werden, In Anlehnung an den englischen Sprachgebrauch (pass-
band-waveforms, bandpass-signals [2]) kann die Bezeichnung
BandpaB-Signale benutzt werden,

Piir die Synthese wvon BandpaB-3ignalen Gffnen sich zwei Wege:

1. Die bisher abgeleiteten Strukturfunktionen werden mit
entsprechend zeitbeschrinkten oder orthogonalen "Wechsel-
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stromimpulsen" (z,B. sin-Tmpuls) belegt.
2. EsB werden Strukturfunktionen abgeleitet, deren Gleichan-

teil 3 d, verschwindet,

Der erste Weg ist evident und stellt keine weiteren Anspriiche
an die bisher abgeleiteten Alphabete. Dagegen ist die Forde-
rung nach gleichanteilfreien Strukturfunktionalphabeten eine
neu zu l&sende Aufgabe:

Die allgemeine Losungsmethode ergédnzt den Ansatz fiir ein Al-
phabet mit Orthogonalitits— und Kreuzproduktglaichungen um
=1

n
die Bedingung > dki = 0 fir alle Funktionen. Die bewdhrte
k=0

llethode, nur symmetrische und schiefsymmetrische Funktionen
anzusetzen, hat fiir das vorliegende Problem den zusdtzlic hen
Vorteil, daB schiefsymmetrische Strukturfunktionen in jeden
Fall gleichanteilfrei 8ind. Die Synthese z.B. des Alphabe-
tes (3,2)g ist damit sehr einfach:

Ansatz:
Ay dy, )
- 2;? 3’7 Orth. :
11 1
l_x-—_x_J 2+2d;2 d;3 =0
1 '_0':2 -dj, K:
L -
7 d d l =1 2d;2 +2d;3 +2d;2 dfj =0
L2 il Gleichanteil:

Ho—

Die Lbsung lautet:
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1i <1; =1; 1 T |
1;,0,62; -0,62; 1 | i
- l
1;=1,62; 1,62; -1
(1,62= %) ] l

Abb. 44: Alphabet (3.2)g

Als weiteres Beispiel sei noch, ohne Rec%engang, das Alpha-
bet {4,2}g angegeben:

1j -2,116; 2,33; -2,116; 1 l J
I2¢VC_‘I

(2116 = 22704) etc. | l l

1j-0,264; -143; -0,264;1 |___ — |

1i 1; 0;-1; -1 L I =

’i"f‘,‘ th‘ 'f Ll_ﬂ_l—‘

Abb. 45: Alphabet (4.2]g

Dae beschriebene Verfahren ist allgemein und 148t sich be-
liebig fortfithren. Leider steigt der Rechenaufwand mit wach-
sender Komplexit#t der Alphabete wegen der zusitzlichen Be-
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dingung hier noch stirker als bei der vorher behandelten Auf-
gabe an. Es sollen daher zwei welitere Syntheseverfahren ange-
geben werden, die es gestatten, aus den schon vorhandenen Al-
phabeten solche mit BandpaB-Charakter sehr einfach abzuleiten,
Beziiglich der direkt abgeleiteten Alphabete ergeben sich al-
lerdings nur redundante Losungen,

1. Die Bedingung Eéi dki = 0 kann als Orthogonalitit zu einer
unipolaren Strukturfunktion der Form 4, = 1 (ftir alle k)
aufgefaBt werden. Derartig beschaffene Strukturfunktionen
sind in den Alphabeten des Typs (m'l)ll... (Abb. 33) und
{m’z)ll...r (Abb. 39) enthalten. Mit anderen Worten:
8treicht man beispielsweise im Alphabet (4,1)1 (Abb. 33)
die erste Furktion LIl , dann bilden die restlichen
m - 1 = 3 Funktionen das gleichanteilfreie, redundante
Alphabet (3'1)1gr.

In gleicher “eise erhilt man die Alphabete
( ?'l)llgr aus ( 8,1]11
(15,1)111gr aus (16,1)111

und die gedehnten Alphabete

( 3'2}lgr aus (4,?}lr
( 7'2)1lgr aus (8,2)11r

ol

<. Redundante Alphabete mit BandpaB-Charakter lassen sich aus

beliebigen Alphabeten durch Falten mit der Strukturfunk-
tion 6(t) = &(t) - §(t - B2,) ableiten. Die vahl des Fak-
tora B richtet sich nach der optimalen Belegungsdichte,
Wdhlt man z.B. ﬂ = 1/2, dann entsteht durch Faltung aus

dem Alphabet (3,2) das BandpaB-Alphabet (3.3)rg. sieke Abb.
46 .

- i o=

| O 1 g % E::?l - L—-r-4>-4o-—r——J

1 ] Bt} L |1

= 1042 R —— I

Abb. 46: ‘ntstehung des .Alphabete f?.f)rg

“ieses Alprabet rnt die rinstige ﬂelegupgsdichte to/rb = 3,
NMe Uszillogramme des durch Relegen mit Formimpulsen gebil-
deten zugehdrigen lLignnlalphabets zeigt Abb. 47.

Als letztes Beispiel ist in Abb. 48 das fir = 2/3 aus (3,2)
entstelende Alphnbet (3.4)r dargestelit, die Beispiele las-

sen sich auch hier beliebip’fortfﬁhrer:

Alphabet ‘ [ I""I'J""I'L‘"I
2) % L. { Lopoospe

ps-; lQ—I—I-O—LLO—I

Abb. 48: 'ntstehune des Alphnbets (S,d}rg

‘.,_._....—d -
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Alphabet (3,3)rg

Abb. 47: Alphabet (3,3)rg
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3.4 Abgeschlossenheit und [Lormierung

3.41 Zur Abgeschlosserheit der Alphtabete

Ein orthogonales Funktiorssystem gilt im mathematischen Sinn
als abgeschlossen, wenn keine stetige Funktion existiert

“F(Nullrunktionen ausgeschlossen), die zu allen Funktionen des

Systems orthogonal ist.

Ubertragen auf das vorliegende Y?E&lem darf ein Alphabet als
abgeschlossen gelten, wenn keine zusfitzliche, reelle Struk-
turfunktion existiert, die alle filr das betreffende Alphabet
charskteristischen Bedinguigen erfiillt. Der Beweis kann so
gefiikrt werden, dal zu dem Alphabet des Umfangs m eine (m+1)
-te Funktion gleicher Linge und der Form (1; 81 me1’ 62'm+1
...) angesetzt wird. Diese Funktion ist willkiiriich auf einen
Viert do,m+1 4+ 0 normiert, um die Kullfunktion auszuschlieBen,
die Orthogonalitit und Kreuzproduktbedingungen immer trivial

erfiillt.

Das Alphabet gilt jetzt als abgeschlossen, wenn das fiystem
der notwendigen und unabhingigen Bedingungen, welche unter
Beriicksichtigung nller Symmetriebeziehungen die (m+l)-te
Funktion erfiilllen mu, entweder gar keine oder keine reelle
Ldosung hat. i

Die nicht redundanten Alphabete sind stets abgeschlossern,
da in den Lisungsansitzen dieser Klasse die Zahl der lrei-
heitsgrade (Unbekannten) der Zahl der notwendigen unabhiingi-

gen Bedingungen gleichgesetzt wurde: n = n . Fir eine zu-

min
sitzlich (m+l)-te Funktion ist also im Vergleich mit der
m-ten Funktion die Zahl der Bedingungen gestiegen, die 7ahl
der Freiheitsgrade aber gleich geblieben und folglich fiir

eine Ldsurg nicht merr ausreichend.

Uber die Abgeschlossenheit der redundanten Alphabete kann
keine allgemeine Aussnge gemacht werden, die intersuchung
muf fiir jedes Alpkabet einzeln durchgefiihrt werden,
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3.42 Normierung der Alphabete

In 1.44 war gezeigt worden, daB ein orthogonales Alphabet den
Nachrichtenraum optimal ausnutzt, wenn seine Signalvektoren
auf der Oberflidche einer Uberkugel enden, d.b, wenn lbjjl =
const ist, Nach der Parsevalschen Gleichung b Sl E, haben
dann alle Funktionen eines Alphabets den gleichen Energiein-
halt.

Zur Vereinfachung der Rechnung wurden bisher alle Struktur-
funktionen @, eines Alphabets unabhéngig voneinander auf
doj = 1 normiert. Als Folge davon sind die Signalvektoren
der zugehdrigen Signalfunktionen verachieden groB, Zur MNor-
mierung der Alphabete auf [bjjla const miissen die einzelnen
Funktionen mit Normierungsfaktoren multipliziert werden.
Falls nicht die bequeme meBtechnische Normierung vorgezogen
wird, ist es vorteilhaft, zunichst die Strukturfunktionen zu
normieren und dann den Einflug der Bewertungsfunktion durch
Korrekturfaktoren zu beriicksichtigen.

Pir Strukturfunktionen gilt
n-1

@
by = lej(t)sj(t) dt-—i':z 42 3/12)
- =0

Als Beispiel zeigt Abb. 49 die Strukturfunktionen des Alpha-
bets (3,2) mit ihren Korrelationsfunktionen; in der unteren
Zeile sind die sich ergebenden Werte fir bjj eingetragen,

- B -

Alphabet

? (3,2) 9, o O3
OlLl_l L I | I J — o_.l_.l o0

1,V2 | 1;2V2;4 -1;-V2;0 1;0;0
azl_o_l — ,—o—l—o—I '—'—-o—-l—|

10 -1;0;2 1; -V2;0
O3 o o

ey | y-212s

b i by, =4 fj’_zz =2 bi3=4

Abb. 49: Alphabet (3,2) mit Korrelationsfunktionen

Soll auf |bjj| = 1 normiert werden

turfunktionen Gj durch +

ki
k=0

'dann gind also die Struk-

d 2 zu dividieren. Zu norma-

lerweise etwas handlicheren Verten fiikrt die Normierung auf

die erste Funktion eines Alphabetes: b

g = Wyy

. Als liormie-

rungsfaktoren in diesem 5inn ergeben sich beispielsweise fiir
die ersten drei Alphabete (m,2):




e
Alphabet: (32) (4,2) (5,2)
o, 1 1 1
Normierungs - @, +¥2 1,62 ]
faktoren
AN 03 7 1,62 2
04 - 7 "‘ﬁ
Osg = = -évs

Die Faltung der normierten Strukturfunktionen mit der Be-
wertungsfunktion fiihrt erst nach einer weiteren Korrektur
auf normierte Signalfunktionen. In Abb. 50 wird gezeigt, wie
s8ich die Korrelationsfunktionen der Signale als Summen zeit-

lich gegeneinander versetzter Funktionen der Form w(t)¥w(t)
darstellen lassen.

S ..
. ender Empfanger
0 l l w
"$££::255F9"‘___ % q$££::}55 *:hl___L_hj =
2T, T, -
W e W %*‘H I
| 4

W W

HO,*Q,

Abb. 50: Konstruktion der Korrelationsfunktionen am Bei-
spiel der Funktiunsl_dea Alphabetes (3,2)

- B

Der zur Zeit t = T abgetastete Wert wird durch die Uberlap-

pung dieser Funktionen verfindert.
Im betrachteten Beispiel ist die Korrelationsfunktlon w 3¢ w

des benutzten Formimpulses im Abstand T} = to/z vom lNaximum

auf den 0,15fachen ¥ert gefallen, Nie zusiitzlichen Korrek-
turfaktoren des Alphabets (3,2) errechnen sich dann in fol-

gender Veise:

¥

|| -
b

11 V2 Ll 1 —> Korrekturfaktor

V2;0;-V2 | ; ; §22:2Y2:035 - 110

o . L - 015 -
1;-Y2;1 I_l—’ — 42212002 =124

T

Normierte Korrekturfaktoren der
o normierten
Strukturfunktionen Signalfunktionen

4, Vergleichende Untersuchungen an den Orthogonalalphabeten

4.1 Nutzungsfaktoren der Alphdbete

‘

Bei einem Vergleich der gefundenen Alphabete stellt sich zu-
ndchst die Frage, wie grof der Nachrichtenfluf ist, den man
in einemidealen, ungestdrten Kanal gegebener Bandbreite er-
reichen kann. Werden alle Signale eines Alphabets der Um-
fangs m gleichh#dufig ilibertragen, dann betrdgt der Nachrich-
tenflug (vgl., 1.13)

. (4/1)

Intspricht die Dauer einer Signalfunktion gerade einer Takt-
periode T, so gilt

o
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T= tsignay = (n-1)T, + ¢, (4/2)

fUr ein maximal dicht belegten Alphabet (m,q') ist weiter

t
To = q—fé (4/3)

Setzt man (4/2) und (4/3) in (4/1) ein, so ergibt sich

T ___EQIE__h_
tofﬁl— +1) (4/4)

Um einen von den Kanaleigenschaften unabhiingigen Vergleich
der Alphabete zu ermbglichen, wird der auf l/to bezogene
NachrichtenfluB als Nutzungsfaktor N eingefithrt, es gilt

+
N=It=91dm .
o &+ n- 1 (4/5)

Diese Gr&fe ist nur noch vom Aufbau der Strukturfunktionen
abhingig und ermBglicht einen einfachen Vergleich der Alpha-
bete hinsichtlich des maximal erreichbaren Nachrthtenflus~
ses.

Der wirkliche NachrichtenfluB ergibt sick aus dem Mutzungs-
faktor zu

T N
s (4/6)
Beispiel: Ubertragung in einem Kanal der Bandbreite 3 kiHgz;

to ist angendhert der Quotient des TB-FProduktes der Bewer—
tungsfunktion und der Bandbreite:

(TB),
_ 1
e 3L%§E = 645 pe (Formfilter 52.10.7)

also ist der Nachrichtenflug

1= i * N - 1550 vit/sec (4/7)

o S

In dieser itechnung ist der .influf der Belegungsdichte auf
die Bandbreite der Signalfunktionen urnteriicksichtigt ge-
blieben, eine Vernachlissigung, die rach der Untersuchung in

"3.33 flr Belegungsdichten to/faé q+ £ 3 zulHdseig ist.

Im Diamgramm Abb, 51 sind die lutzungsfaktoren sdmtlicher Al-
phabete iiber dem Umfang m aufgetragen, Die den einzelnen Al-
phabeten zugeordneten lunkte sind durch Kurven verbunden,
die sich bel stetiger ﬁnderqu dgr Variablen m in Gleichung
(4/5) ergeben. Ilan erkennt, daB der Mutzungsfaktor fir jede
Familie von Alphabeten ein !"aximum durchléuft., Beispiels—

weise erhiilt man fir die Familie (m,2) mit ¥ =2undn=m:

n - o 1d m
(mg2) -~ “m+ 1 °*

der lxtremwert dieser Funktion liegt bei o —— 355,

Es treten nochk zwei weitere Funktionstypen auf:

ld m . i
" A= mit dem Fxtremwert Max = ©
’ 1d m -
und N ==, mit u—— 4,30 .

Das Diagramm zeigt weiter, dmB redundante und gleichanteil-
freie Alphabete gerirngere lNutzungsfaktoren erreichen.

Zur Veranschaulichung ist die Ordinate zusdtzlich in bit/sec
beziffert (MNachrichtenfluf im 3 kHz-¥anal) und zwar einmal
nach Formel (4/7), zum zweiten fiir terniire (m = 3) Alphabete
unter der Annahme, daB deren Umfang durch l'inzunahme der ne-
gativen Signalfunktionen (im Sinne von 1.44) verdoppelt wird.
Der HachrichtenfluB erhdht sich durch diese Verdopplung um

den Faktor 1% . ;alg 2 1,63 und erreicht fiir das

m
Alpkabet (3,2) etwa 2000 bit/sec.




I N
bit/sec
¢
N
T 04
~
/]
T
g
1000 -
0,6
04 a
/ A
500- Lem. 10—
leg.:0—» qgt=2
0,3
Q- g*=7
A-= BP- Alphabet
0,7 schwarz — redundont
0.0 T g'a T L T A T T T T
7 2 3 4 5 6 —m 8

Abb, 51: Nutzungsfaktoren der Alphabete

G

4.2 Beeinflussung der (bertragung durch additive Storeignale

4,21 MeBverfahren

In 1.42 war bereits auf die I'Gglichkeit hingewiesen worden,
die oszillographische Darstellung des Empfangsprozesses im
Nachrichtenraum als analoges MeBverfahren zu vervenden, Un-
tersucht werden soll insbesondere die Frage, in welchem MaBe
die Gtoranfdlligkeit einer Uherf?hgung durch Verwendung um-
fangreicherer Alphabete vermindert wird, Plir die Hessungen
Wwurde eine Schaltung nach Abb. 52 aufgebaut; sie besteht im
wesentlichen aus zwei einstellbaren Verzigerungskettenfiltern
fir Erzeugung und Lmpfang der Signalfunktionen im Frequenzbe-
reich 0 ... 4 kHz. Die Abtastung zur Zeit t = T am Ausgang
der impfangsfilter geschieht durch Helltastung des Oszillo-
graphen. Die Nachbildung des Ubertragungskanals enthdlt

einen Addierverstirker fiir Stdrspannungen, sie kann durch
Filter etc. erginzt werden.

Kanal Empfénger

e &D_k___]’:& wih L <K

I AN
| N oo -

f‘.’
e
-

X
'T{ verzdgerbarer Abtasipyls fz
— (Helle)

Abb. 52: Schaltung zur Darstellung im lNachricltenraum
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Zur Messung der Storanfdlligkeit werden ldealisierte Stor-
signale addiert und deren Streubereiche im Nachrichtenraum
ausgewertet. Um einen Vergleich der MeBergebnisse an ver-
schiedenen Alphabeten zu ermdglichen, soll das Amplituden~
spektrum der Stdrspannungen im Frequenzbereich eines Signal-
alphabets konstant sein. Signale, die diese Bedingung erfiil-
len und gleichzeitig in etwa die Grenzen abstecken, zwischen
denen sich reale Stsrspannungen bewegen [41], sind kurze
Rechteckimpulse und weiBes GauB'sches Rauschen,

Beispiele von Streurdumen des Alphabets (3,2), die diesen
Stortypen zugeordnet sind, wurden bereits in den Oszillo-
grammen der Abb. 10 gezelgt.

Zur Auswertung derartiger Oszillogramme bedient man sich
zWeckméBigerweise einer transparenten Schablone mit Jje zwei
senkrecht aufeinander stehenden Geraden zur Darstellung ab-
soluter und relativer Entscheidungaschwellen. Diese Geraden
werden entsprechend den Abbildungen in 1.43 iiber den Streu-
bereichen verschoben und gestatten fir jedes beliebige
Signal-Storverhiltnis die Bestimmung des Verhdltnieses der
korrekten zu den Fehlentscheidungen. Die Auswertung der
Streurdume der Alphabete (m,2) fithrte auf die 1q\den folgen-
den Abschnitten behandelten Ergebnisse,

4.22 Impulsférmige Storungen

Nachzutragen ist zundchst, daB der in Abb, 10 rechts darge-
stellte Streubereich durech Addition einer Folge kurzer
Rechteckimpulse konstanter Amplitude entsteh s Wobei die
Phasenlage einesg Einzelimpulses beziiglich der Signalfunk-
tion stufenweise Uber eine Taktperiode variiert wird. Die
Auswertung eines 80olchen Streubereiches gestattet also eine
Aussage dariiber, mit welcher Wahracheinlichkeit kurze Ein-
zelimpulse bestimmten Energieinhalts, aber stochastisch
gleichverteilter Phase, Fehler bewirken. Die Ergebnisse der
Auswertung fir das Alphabet (3,2) gind in Abb. 53 bei abso-
luter und bvei relativer Entscheidungsschwelle dargestellt.
Der Energieinhalt pPro StSrimpuls kann iiber einen TiefpaB

- 93 -

mit der Crenzfrequenz der Signalfunktionen gemessen und, auf
die Gignalenergie einer Taktperiode bezogen, in dB angegeben

A werden.
- o absolute Alphabet (3,2)
L= Entscheidun
r J 4—-..\°|:_”* " g Ebene (s, s,)
60, 2 pos. u. neg.
2 - .
Stérimpuise)
50% Srkmp
"=...T -
$0%] % -
~x o
| relative \x
20%, E nfschefdung\\x
N o
0% h’k-,,\c

60 -50 -40 -30 -20 -10 0 10
—> Signal -/ Stérenergie in dB

P
Abb. 53: Fehlerwanrscheinlichkeit ffir impulsformige Stérun-
gen (nach Avswertung im Kachrichtenraum)

Flir sehr groRe Stﬁr-/s1gnalenergieverhéltnisse nidhern sich
die Fehlerwahrscheinlichkeiten festen Grenzwerten. Bei 're-
lativer' Entscheidung flihren beliebig hohe, gleichverteilte
Storvektoren in zwei von vier Quadranten zu Fehlentscheidun-
gen, bel 'absoluter' Entscheidung in drei von vier Quadran-
ten. Entsprechend liegen die Grenzwerte bei 50 % bzw. 75 %

(vgl. Abb. 53),

Als besonders charakteristischer Kurvenpunkt kann P = 0 gel-
ten, das zugehorige Signal-Stérverhdltnis ist gerade so hoch,
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daB auch bel der ungiinstigaten Phasenlage kein Fehler mehr
auftritt. Dieser charakteristische Stérabstand gestattet
einen anschaulichen Vergleich der Alphabete. In Abb. 54 ist
dieses Energieverhiltnies von Stérimpuls zu Nutzsignal in der
Jeweils unglinetigeten Ebene des Nachrichtenraumes iiber den
Unfang m der Alphabete aufgetragen. Ergiinzt wird die Familie
(3,2), (4,2) una (5,2) durch das mit gleicher Belegungsdichte
bewertete Paar Ld, L1 enteprechend einem Alphabet (2,2) W

Flir die Messung mit absoluter Entscheidung kann auBerdem der
Empfang der Bewertungsfunktion allein (also m = 1) mit auf-
genommen werden.,

- @
3 - +-
0o < Alphabete (m,2)
@
& /0
b
@
-5 _ § g——/ -~
o
= o
'~ x relative Ent -
-104 2 O/ Scheidg
N O absolute -
2 /
v (o) SE————
=18 T T T T ml
7 2 3 4 5

Abb, 54: Stér-Signalabstand fiir fehlerfreien Empfang bei
impulsférmigen Stbrungen

Die MeBergebnisse zelgen einmal den mit dem Umfang der Alpha-
bete wachsenden Gewinn an Stdrabstand und zum zweiten die
Uberlegenheit der 'relativen' Entscheidung,
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;,4.23 Storungen durch Rauschen

Die Auswertung der durch addiertes weifes Hauschen erzeugten
Streubereiche (vgl. Abb. 10 links) ist in gleicher Weise még=-
lich, wie fiir impulsférmige Stérungen beschrieben. Teider ist
die Auszihlung der Fehlentscteidungen ungenauer, da die end-
liche Nachleuchtdauer des Oszillographenschirms nicht die Aus-
blendung einer definierten 7Zeit mit einer entsprechend defi-
nierten Anzahl gleichheller Slggalpunkte erlaubt.

In Abb. 55 ist der fiir eine Fehlerhiufigkeit € 5 ¢ notwendige
Storabstand bei relativer und sbsoluter Entscheidung wieder
Uber dem Umfang m flir die Alpkabete (m,2) aufgetragen.

& w &
o .
G4 ¢ Alphabete(m,2) /
[~
@
104 2 o~
(7
k.
)
-204 © i o X relative Ent -
scheidg.
O/ O absolute w9
=30 —am

! 2 3 4 5

Abb. 55: 5t6r-Signalabstand fiir den Empfang durch Rauschen
gestirter Signale fir eine Fehlerhiufigkeit £ 5 %

Trotz der recht unscrarfen Auswertemtglichkeit 1HBt Abb., 55
die gleichen Tendenzen wie Abb. 54 gut erkennen.
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4.23 Ubertragungsversuch Uber eine Fernsprechleitungschleife

Nach Betrachtung der Streubereiche idealisierter Stdreignale
sel abschlieBend kurz auf die Verhéltnisse bei der Ubertra-
gung iiber eine reale Fernsprechleitungschleife eingegangen.

Gesendet wurde die Signalfunktion 33(t) des mit einem Form-
impuls 52.10:D (to = 500 ps) belegten BandpaB-Alphabets
(3.2)g « Der Sendepegel betrug - & dBmo s die Taktzeit

T= 2,5 ma.

Die Abb. 56 bie 58 zeigen die Sendefunktion, das am Ausgang
elner 6 km langen Leitungsschleife (iiber zwei Vermittlungs-

dmter) empfangene Signal (hinter einem Bandpa8 300 ... 3400 Hz)

und die Korrelationsfunktion am Ausgang dee zugeordneten Emp-
fangsfilters. Zwei Beispiele der oszillographierten Streube-
reiche in der Ebene [53, 321 des Nachrichtenraums sind in den
folgenden Abb, 59 und 60 dargestellt. Ls zelgt sich, daB wih-
rend der 10 bzw, 8 Minuten betragenden MeBzeit die gestirten
Empfangspunkte iiberwiegend in der Richtung zum Ursprung hin
orientiert waren, d.h, die Stbrungen sind im wesentlichen
durch kurzzeitige Pegeleinbriiche bedingt. Vorzuziehen wire
hier also eine Entecheidungsstufe mit relativen Schwellen.

4.3 EinfluB von Synchroniaationsfehlern

Wesentlich fiir die Giite des Matched Filter—Empfanga ist die
zeitgenaue Abtastung der Demodulatorauagﬁnge. Abb. 61 zeigt
den Empfang der Signalfunktion 83 des Alphabets (3,2) in der
Ebene {a?u 32‘ des Nachrichtenraums bei Hquidistanter Abta-
stung an _4 Stellen der Taktperiode. Dem Oszillogramm l:i#gt
sich nach Eintragung der relativen bzw. absoluten Entschei-
dungsschwellen entnehmen, bei welchem maximalen Abtastfehler
noch keine Fehlentscheidung getroffen wird. Die MeBergebnisse
an einer Angzahl von Alphabeten verschiedenen Unfangs sind im
Diagramm der Abb., 62 aufgetragen (jeweils in der ungiinetig-
eten Kombination gemesaen), Tridgt man den maximal zul#desigen
Abtastfehler reziprok auf, so zeigt sich, daB die notwendi-

AR g
B e
.."H==Mhﬂl

T N T
2 R

el

P A A S R
EEEEETEEET
ol I TR

Abb. 56:

Signal am ilingang
der i'bertragungs-
strecke

(Funktion 8y des
Alphabets (3,2)E )

Abb. 57:

fTignal am Ausgang
der Ubertragungs-—
strecke

(Linter CCITT-
RandpaB)

Abb. BE:

Yorrelationsfunk-
i m

tion E33(t} a

Ttemodulstornus-
EFang
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Abb. 59:
Streuung des
Signalpunktes 53
in der Ibene [32; 33L_
Ubertragungszeit 107"

Tageszeit 14h - 15h

Abb. 60:

wie Abb. 59,
Ubertragungszeit 8
Tageszeit 14h - 15

min
h

Abb. 61:

Lage des Nachrichten-
raumes in den Oszillo-
ETammen

Abb. 59 und 60

(= - = relative
Entscheidungsschwellen)

e G

ge relative Abtastgenauipskeit etwa linear mit dem Umfang der
Alphabete ansteigt. '

Abb. 61: Der Uinflul von Abtastfehlern

Andererseits ist-.-die erforderliche absolute Abtastgenaulg-
keit in etwa vom Umfang der Alphabete‘unabhﬁngig (gleiche
Bandbreite vorausgesetzt).

t50

%
40

t30

1

: o
Q
2 Alphabete (m,2) ®
b . Reziprok-
: g werte
[ -
< ! ; P g
-
- @
< -7
= ,
o ,’ O absolute -
G P
a s X relaotive -
L rd QD
i /’ \5 Entscheidung
o
Fd
g " ~“““‘““-ES
(jeweils unglnstigste Kombination)
T T T T e
! 2 3 4 .

Abb., 62: max. zulfissiger Abtastfehler verschiedener Alphabete
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4.4 Modell eines drei-dimensionalen Nachrichtenraums

An den SchluB sei in Abb. 63 das Modell eines dreidimensio-
nalen Nachrichtenraumes gestellt. Es zeigt den Empfang der
Signalfunktionen des Alphabets (3,2) tiberlagert von pulftrmi-
gen Stbrungen konstanter Amplitude (beider Polaritit) mit
gleilchverteilter Anfangsphase.

Die kntscheidung geschieht durch Relativvergleich, angedeu-
tet durch die drel Trennfliichen zwischen den Signalvektoren,

Sa

Abb. 63: Dreidimensionales Modell des Empfange im Nachrich-
tenraum
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5. Zusammenfassung

Ein wesentliches Froblem jeder Fachrichteniibertragung ist die
Elimination der Stéreinfliisse, denen die Gignale im {bertra-
gungskanal unterworfen sind. Ein Aspekt dieser Aufgabe besteht
in der Auswahl geeigneter Signalfunktionen, die eine aus die-
ser Uicht optimale Anpassung von FKachrichtenguelle und Senke
an das gegebene nichtideale Ubertragungsmedium ermdglichen,

Die vorliegende Arbeit befaBt sich mit der Ableitung von
Signalfunktionssystemen, die unter gewissen eingrenzenden Be-
dingungen zur Losung dieses Anpassungsproblems geelgnet
scheinen. Vorausgesetzt ist dabei eine digitale Ubertragung
auf Kandlen mit zeitlick invarjianten ‘tertragungsfaktoren
(z.B. Dateniibertragung auf dréhtgebundenen Fernsprechkanédlen).

Fach einer Beschrinkung auf linear unabhiingige Signalalpha-
bete zeigt die Analyse des -mpfangsvorgangs die Vorteile or—
thogonaler Signalfunktionen. Die Trinzipien der Korrelations-
und Matched Filter-Demodulation werden beschrieben, Anschlie-
fend wird der vollstidndige Empfangsvorgang additiv gestirter
Signale an Hand einer anschaulicher geometrischen Darstel-
lung im Nachrichtenraum betrachtet. Als AbschluB des ersten
Teils werden die resultierenden Forderungen an optimale
Signalfunktionasysteme zusammengestellt,

i
Der zweite Teil beschreibt bekannte Orthogonalsysteme und

vergleicht ihre Eigenschaften mit den aufgestellten Forderun-—
gen. Am Analogrechner wird die Hachrichtenﬁbertragung mit
Filfe eines Systems Laguerrescher Funktionen demonatriert.

ler dritte Teil befaBt sich mit der Synthese orthogonaler
“ignalalphabete, die miglichset gut den gestellten Forderun-
gen geniigen sollen, Ausgehend von einer Signaldarstellung
durch bewertete Impulsserien werden die zur Orthogonalitat
notwendigen Redingungen hergeleitet und fithren zu einer
fiynthese neuartiger Signalfunktionsalphabete, Betrachtungen
Uber Vollstdndigkeit und Normierung schlieBen das Hapitel
LB
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Im letzten Abschnitt werden die gefundenen Alphabete hin-
sichtlich ihrer wesentlichen Ligenschaften und Storempfind-
lichkeit vergleichend diskutiert; hierzu wird eine gszillo-

graphische Darstellung des Empfangsvorgangs im Nachrichten-
raum benutzt.
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